LIMITES
El nimero e
- | ntmero e llega por primera vez a las
b L matematicas de forma muy discreta.
Sucedié en 1618 cuando, en un apén-
T W dice al frabajo de Napier sobre logaritmes,
— HN aparecié6 una fabla dando el logaritmo na-
tural de varios nimeros.
Briggs dio una aproximacién numérica al
logaritmo base diez de e sin mencionar a
e especificamente en su frabajo.
En 1647 SaintVincent calculé el érea bajo una hipérbola rectangular,
pero no enconfrd ko conexién con los logaritmes, en 1661 Huygens com-
prendit la relacién entre la hipérbola reciangular y el logaritmo. Examiné
explicitamente la relacién entre el Grea bajo la hipérbola rectangular
yx = 1 y el logarimo.
la notacién e aparece por primera vez en una carfa que le escribié Euler
a Goldbach en 1731. Euler hizo varios descubrimientos respecto a e en
los afios siguientes pero no fue sino hasta 1748 cuando Euler dio un tra-
famiento completo a las ideas alrededor de e.
Demostrd que:
D, Bl - o N
e=1+ ntatytgte E_’!‘.,(Hn]
\ - Euler dio una aproximacién de e con 18 decimales,

A _

e =2.718281828459045235

Leonhard Euler
{1707-1783)
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Definicién intuitiva de limite
Si al aproximar x lo suficientemente cerca de un nimero a (sin ser a) tanto del lado izquierdo como del derecho, f(x)
se aproxima a un nimero L, entonces el limite cuando x tiende al mimero a es L. Esto lo escribimos:

lim fix) = L

Donde la notacion x — a se lee *x tiende a a”, para decir que: “tiende a a por la izquierda” se utiliza x — ¢, para
decir que: “x tiende a a por la derecha” utilizamos x — a™, de tal forma que:

8i lim f(x) = lim f(x) = Lentonces limf{x} =L

Es decir, si los limites laterales existen y tienden a un mismo mimero L entonces el limite cuando tiende al niimero
a es L. Para que el limite exista no se necesita que la funcién esté definida para el nimero a, basta que esté definida

para valores muy cercanos.
EJEMPLOS
2 —
g 1 ®#° Determina el limite cuando x tiende a 3 de la funcién f(x) = %
™ Solucién

La funcidn no estd definida para x = 3, sin embargo, podemos evaluar la funcién en valores muy cercanos por la
izquierda y por la derecha, Por otro lado graficaremos la funcitn utilizando la simplificacién:

{(x+3Hx—-13) _
x=3 I

es decir, graficamos la recta f(x) = x + 3 con la restriccién x # 3 donde se formard un hueco.

fix)= x+3

Y
29 5.9 +
2.99 5.99 L eitsinisors 4
2.999 5999 L4 hed

4- il
2.9999 59999 3 ot

-

2T L !
3.0001 60001 | !
3.001 4001 /3 lLazaq %
301 601 i
3.1 6.1

Se observa que para valores de x muy cercanos a 3 por la izquierda (2.9, 2.99, 2.999, 2.9999), f(x) tiende a 6,
lo mismo pasa para valores cercanos por la derecha (3.0001, 3.001, 3,01, 3.1), es decir:

limf)=6 y limfe)=6

por tanto ]l.f_l'I!lf(I) =6
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2 ®e-si fx) = [3x+14 si x==2

—r 42 iy —p detenming 1o )
Solucién
Graficamos la funcidn y evaluamos en valores muy cercanos a 2.
¥
I o
—-2.1 7.7 71
—2.01 7.97 i
54
—2.001 7.997 il
34

2

~1.999 3.999 1 \

=195 3.99 1 t —t— :X
—3-2-1] 1 2\3 4

1.9 39 T

Aqui tenemos que: lim f(x) =8 y limf(x) =4

entonces lfm_f(x)# lim f(x) por tanto lim f{x) no existe

3 ®¢° Determina ].if]:|:|sﬂ;'9
=0 g

Solucion

Evaluamos con valores muy cercanos a 0 por la izquierda y por la derecha. Observe que la funcidén no estd definida
en # = 0 y que los valores serdn tomados como radianes.

(/] f(@)

—0.005 0.999995833
—0.004 0.99999733
—0.003 0.9999985
—0.001 0.999999833

0.001 0.999999833
0.003  0.9999985 NG

0.004 0.99999733
0.005 0.999995833

'Ibnemos:limﬂ=l y limﬂa=l
=0" @ [ ]
senfl senfl senfl
entonces HT—EET—Ipmmm ’]I—T'T_l
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4 ®9° pary la funcién f(x) mostrada en la figura determina: a) lim f(x) y b) lim f(x)

x
5
¥ o
A N
r — o
A St 1 — —
, 23456 x
|
Solucién
a) Calculamos los limites por la izquierda y derecha
lim fx) =4 y NmfG) =4
los limites laterales son iguales por tanto lim f(x) = 4
by lim f(x) =4 y lim f(x) =3
los limites laterales son diferentes, por tanto 111'_’1:31 Jf(x) no existe
y4
5
45> L&
F ! | !d\
T o
Al dp-F-F
F 1 T —t -
o I Ml
£ Y I 1 | ||
| il >
23456 x
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EJERCICIO 15

1. 1{::;(;’ —3x+1)

2, 1fm %3
x—blx —9

X =5x+6
. lim —
3 =2 x—2

At 1—cosx

x—0 X

o SR
x40 senx

La gréfica de una funcién f{x) es la siguiente:

e

Utilzando una tabla con valores muy cercanos al valor que tiende el limite, calcula:

[Imites

i SR I T R |

|
A
|
=
|
T
|
=]
—

oy

3,

De acuerdo con ella determina:
6. lim f(x)

7. lim £(x)
8. 1im f(x)
9. 1m f(x)

10. lim f(x)
Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Definicién formal de limite

A continuacién se presenta la definicién formal de limite, la coal también es conocida como definicién &-8

{epsilon-delta).
El lim f{x) = L, si para todo & > 0 existe un 6 > 0, tal que:

Si0 < |x — a| < 8,entonces |f(x) — L| < e
Dicho de otra forma, lﬁ_ﬂf{x) = L, si para cualquier niimero Y4

positivo elegido e, por pequefio que sea, existe un niimero positivo
&tal que, siempre que 0 < |x — a| < S entonces | f(x) — L| <&

=]

j' a-6x=aa+d XF—

La definicién nos dice que para lim f{(x) = Lexiste un niimero 8 > 0 lo suficientemente pequefio para un nimero
£ >0 dado, tal que todo xen el intervalo {a — 8,a + &) con excepcién posiblemente del mismo a, tendrd su imagen
fix)enel intervalo (L — g, L + &). Observa que para un 8, < & para el mismo &, la imagen de un valor x en el intervalo
{a — 8,,a + & )estard dentro del intervalo (L — &, L + g) lo cual sélo cambia si tomamos un valor de epsildn distinto,

EJEMPLOS *
1 @+ Demuestra que ﬁ[!l{h -1=5

g
i§' Solucién
Para un & > 0, se quiere encontrar un § >0 tal que siempre que 0 << |x — 3| < S entonces:
(2x = 1) - 5|<e
de donde
f2x =1 =5l=Rx—6l=Rex -3 =12 k=3 =2k -3| <=

entonces |x — 3| < g,porloquebasmescong: % paraque 0 < |x —a| < g

Comprobacion
Para 0 < |x — 3| < % tenemos que
k-31< 3
2k -3 <e
26 - 3)| <&
|2x — 6] <e
k2zx—1)-5|<e
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por tanto se escoge § = &
3 oo

Solucién
Se aplica la definicién y se obtiene:;

x+1

Si lf_ﬂm{Q—B-x}= —1y & = 0.06, determina el valor de &.

— e+ 1| == (-1l <e

Si0 <|x — 1| < &, entonces |2 — 3x) — (—1)| < e,donde |3 — 3z < e

Bl1-x <e

£
1 —x|< =
1 - E

Pero |1 — x| = |x — 1, por tanto, [x — 1| < % y el valor de Sestd determinado por:

*—5x—6
[ T8 ]Imxi s
2 [hmuestrﬂque Him i 7
Solucién
: x'=5x—6
Slnqix_(_l}i‘fsﬂntonccs L —(-T)<e
x+1
e donde
#=53=6_ | _|[#=52-6+72+17| _|@+2e+1|
x+1 x+1 | | 1 I
(x+1)

5= % < % =0.02
EJERCICIO 16
Demuestra los siguientes limites:
L. lim (3x+4)=10 6. lim(2x—1)=0
™
2 1ﬁ1||(2x—5]=—3 7. lim(1-3x=7
_ x' =49 _
3, }_iﬂ(s—x}—s 8. ]EE ~—7 =14
4, lﬁ:l:ul[%x+1]=l 9. lil::zl{2a.—3x)=sa
*—5x+4 1 11
Aim I TR 3 10. lim| == 3x |=—=
5 o 0 £(2 3x] >
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Obtén el valor de & 0 gen los siguientes ejercicios:
11. Si lIm’(Sx —2)y=-5 y £=0.03, encuentra el valor de 8§

12. 8i lim(5x+1)=—1 y &= 0.4, determina el valor de &

5

13. Si ]f_%@x+?}=? y £ =0.05, obtén el valor de 8

14. Si lim(3+2x)=2 y & =028, ;cudl es el valor de 57

2

15. Si ]I_l:g(Sx—?)=—l y & =0.06, determina el valor de &
16. 8i lim(2—7x)=-5 y & =0.0014, obtén el valorde &
x4

17. 8i lim(5x+2)=3 y &= 0.05, encuentra el valor de &
==

5

18. Si 11:3{2”1):% y & =0.001, jcusl es el valor de &?
=5

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Teoremas
Si f(x) y g{(x) son funciones, ¢ una constante y n niimero real, entonces:
1. HJ_E c=c¢
2 ]f_[ﬂx =a
3. lil_tgc-ﬂx) =c- Ef(x)
4. 1}}5 [fx) = g(x)] = 15_151'11) + E g(x)
5. lim [f(x) - g(x)] = lim f(x) - lim g(x)

[ _ MmfGx)
6. H,_IE prae ?_E‘@ con li_eg{x}aﬁ(]

7. tim A1 = [t )|
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limites por evaluacién

El limite se obtiene al aplicar los teoremas anteriores y evaluar el valor al cual tiende la variable en la funcién propuesta,
como se muestra en los siguientes ejemplos,

EJEMPLOS
'ﬁ_ 1 ®#- tiliza los teoremas anteriores y comprueba que el lim (x* + 3x —4)=6
§- Solucion
Se aplican los respectivos teoremas, se evalia el valor de x = 2, y se demuestra que:

lim (¢ +3x—4) = lim ¥’ +1im3x—lim4 = (lfmx] +3limx ~1lim4 = Q2P +3@) ~4=6

x—2

2 @00 f(x) = 3 , determina el valor de lim f{x)

+2

Solucién
Se aplican los teoremas y se sustituye el valor de x para obtener el valor buscado:

lim(3-2x) lm3—lim2x lim3—2limx 3_2(1] i

3-2x _ = A e 2) _ _2_1
i 3+2x ]il]il{3+2,x] lf_'u113+g2x gang; 3+2(1] 3+1 4 2
2 2 2 2 2

Estos teoremas nos permiten hacer una sustitucidn de la variable independiente por el valor al que tiende el limite.

3 005 f(x) = encuentra el valor de lim f(x)

-4
Solucién
Se sustituye el valor de la variable independiente y se obtiene el limite:

i 100 =t 4 4

ole

El limite no existe, ya que la divisién entre cero no estd definida.
e B
4 8 Obtén el lfm Vo>
=3 2x+1
Solucién
Se sustituye x = 3 y se realizan las operaciones:

Y9 X Y9 -GF _ -9 o .
=

= 2x+1  23)+1 6+1
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EJERCICIO 17
Determina el valor de los siguientes limites:
4z4+3
1. lim(7 - 2x) 12, m, 27 +1
Jxi+3+4
s lfim ¥* T27%
2. lim (45 —2x—6) 13 ==
3, lim(6—3x) 14 fm 2t
=4 225
-9
3 lim
4. lim\[8+¢ 15 55 3 +1
244y +
5. lim\72* + 14z 7 % ity $8
22 ¥4 y—1
senx+1
6. lim (x* —8)(4x~8) 17. lim ==
2
3 4 cos” X
7. um(s—sx)(—x ] 18. lim
x—3=3 5 r,% 2
8 ,Im(xu,l](x_l] 19, fim & =%
' sl 9 3 Taa x4
2 2
g | 2 [ A X 20, tim >t
—~alr 2 r =h x4+ h
fan x
10, lf_rg~."4y’—2y 21. gmnzx
&

11, y]ﬂ]{lﬁ{f}—y}ﬂl}’z -9

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

limites indeterminados 5

Son aquellos cuyo resultado es de la forma e

Ejemplos
Se sustituye el valor de la variable independiente en cada caso y se realizan las respectivas operaciones, para obtener:
¥-9 (-9 9-9 0

. 'f»":s‘zx-s T 23)-6 6-6 0

5 x-1 J1—1 Jo 0

T orrl OP—2M+1  1-2+41_ 0

3y +5y* _ 30y +50) _ 0
3, I = o Y
02y —3y' 207 -30) 0

A Hm\;st—s _J@*+5-3 _¥H-3 _0

= x=2 2-2 0 0
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Se observa que los resultados son de la forma Qe consiguiente es necesario eliminar la indeterminacién,
Una indeterminacién se elimina al factorizar o racionalizar (de ser posible) la funcidn, para después simplificarla

y obtener el limite.
Casos de factorizacion:
a) Factor comiin ax" + by = x*ax+b)
b) Diferencia de cuadrados a—-F = (at+bia—b)
¢) Trinomio cuadrado perfecto a +2ab+F = (axh)
d) Trinomio de la forma X +{a+bx+ab = (x+a)x+b)
) Suma o diferencia de cubos @ +b’ = (a=b)d Fab+b)
f) Factorizacién de 3a — b ifc_!—%@=“a‘-—‘“:_“:?“—‘z“
a.3+ﬂ'!b3+b!
g) Factorizacidn de Ya+b %+%=%
a'!_a.Eb'! +b!
¥y Factorizacién de Va — ¥b TP S i A—
g +a B +a B +a B b
i) Factorizacién de ¥a — 4k Va-th=-——+—— ';’ o
a" +a"b"+a*b"+...+ab" +b
EAEMPL’OS *
2 4
1 ee- 1 1If 3x +5x
-% | Obtén e ”'1'1”172;2+6x'—?x‘
i Solucién

Al sustituir x con 0 en la funcidn, el limite se indetermina:

3x%+5x 0P +50F 0

02574+ 6x =78 20007 +60)7 =70 0
Para eliminar la indeterminacién se factorizan el numerador y el denominador con la aplicacién del factor comiin:

3x" + 52 x*(3+5x)

2x°+6x —T7x° X2 +6x7—Tx%)

Al simplificar la expresidn se obtiene:

3+5x"
2+6x° —7a°
Luego el limite es:
3 +5x0 3+ 5x° _ 3+ 5(0)° _3
AT a4 S8 _ d4m 3 5 7 &
=0 2x* + 6x* — Tx =0 24+ 6x" —Tx 2+ 6(0)" = 7(0) 2
Por tanto,

3" + 5x°
a0 237 + 6x* — Ta®

3
2
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i 2
] T8 T P
=2 x+2

Solucion
Se sustituye el valor de x = —2 en la expresidn:
4-x*  4-(-2 4-4 0
=2 x+2 -2+2 -2+2 0
Se factoriza el numerador con la aplicacién de la diferencia de cuadrados:
4—x" = 2+x02-x)

Se simplifica y sustituye para obtener,

4—x’ _ ]j,m{2+x){2—x) _

lim lim(2-x) =2—-(-2)=4
x—=2 x+2 x—+=2 x+2 J—D—Z{ x) { )
Por consiguiente:
T
tim =% —4
=2 x+2

3 ®%° Culcula el valor del 1@@
¥y —4y+3

Solucion

Al sustituir y = 1 se verifica que existe la indeterminacién:

Y =2y+1 _ (O’-2)+1 _ 1-2+1 0

Y —dy+3 (P -HD+3 1-4+3 0

Al factorizar el numerador (frinomio cuadrado perfecto) y el denominador (trinomio de la forma x2 + (a + b)x + ab),

se obtiene:
L —1? — 1—-1
ttm 2, Bl g, BN ey A 0
iy —4y+3 Wy =3y—-1) =ly—73 1-3 -2
Rnalmente, el resultado es:
y2—2y+l —0
1y —d4y+3
3
4 ®*° Determina el lim —> >
TS i 2d —3x-2
Solucién
Al sustituir x = 2 se observa que existe la indeterminacion:
x -8 2y —8 88 0
1fm - : = — = —
=22y =3x=2 2(2)*-32)-2 8-6-2 0
Se factoriza la diferencia de cubos y el trinomio de la forma ax? + bx + c.
X =8=(x—2)x" +2x+4), 25 =3x=2=(x—2)2x+1)
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Se simplifica, se sustituye y se obtiene el valor del limite:

-8 -2+ X +2x+4 | @F+22)+4 12

i — 12
127 —35r—2 =2 (x—-202x+1D) =2 2x+1 22)+1 5
Por tanto:
= 12
Ifm zx 8 _ 12
=2 2y —3x—2 5
2—
5 Bee Culculn ol valor del Ifim —% =%
=1 3—.Jx+7
Solucién

Se sustituye x = 2 en la funcién:

X . Gr—d. ded D
23— [x+7 3-2+47 3-3 0

Se racionaliza el denominador de la funcién, multiplicando por 3+ ./x+ 7, que es el conjugado de la expresion

3I-Jx+7:
=4 3+ x+7 {x’—4}(3+1||'x+'}'] B {x’—4){3+.fx+7] - (,2_4)(3+J,:T7]
3—Jx+? 3+JI+T B (3}2_( rx+?]z - g_{x+7) - 2—x

Se factoriza x2 — 4;

@ =9(3+x+7)_-26+29(3+3+7) - +2(3+3+7)

2—x 2—x 2—x

Se simplifica la expresidn,

~@—x)x+D)(3+x+7)

2=-x

= ~(x+2)(3+.x+7)
Se calcula el valor del limite:
24
E;f — = ﬁ:;[—{x+2)(3+m]]=—(2+2)(3+ J2+7) = —(4)(3+3)=-24

Por consiguiente, el resultado es:

x'—4
lim = —24
=23— Jx+7
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Solucién

1
6 ®¢ Determina mgu

x—2

-2 _ 1 (a4
x=2 _Hx—z(v{;_ﬁ}
1 x=2
=].fl]::!l T [FIRF. 27
STy =2 x4 3253497
=lim—- 1

=2 5 4 x50l 425
_ 1
2342725 497

_ 1
3-2%
_ 1
_3]22
_ 1
334
-2 1
tanto lim———— =
e
EJERCICIO 18
Determina el valor de los siguientes limites:
3x+2x° y+h
1. li 8 Ii
0 5x+ 65 ARy
i HEr 2 2
o ]fmm! 45h1+h 9, T 2::
=0 h —-h =2 4=y
3 ¥ __ &
3. LY 10. im 2 ="
oyt —y? we a—w
2 7 par.
4. m&bxj 11, 1fm 25214
0 ox® + dx =7 z=7
5 53 =37+ 4x" 12, lim X +6x+9
Do 2x" —6x"7 D x4 7x+12
8 Hm ST 13, Hm P
=1 it h? —4h+3
T 2
e 1 T
=i 3x—2 =5 y* +2x —15
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31. lim

32,

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

15.
16. lim
17. lim
18. lim
19. I

m—
“_._‘;SWE +Tw+4

21,

limvz —26v+3
—4 Qyt =By

X —8x+15
w3 x7 — Tx+12
4 +4h-3
ﬁ—p% 2h—1

3x—-2
H§ 3x?—11x+6

9w’ +9w—4

2y* =15y +18
6 3y =17y =6

z—
Hmlxz 13x+15
=5y =x=20

9x" —1
m—
H—'!Gx’+5x+1
i y!+l
elyt 1

E
lf.mSh 1
k—b-i 1-2h

27x° —8
2974

lim w +5w+6
w2 4§

!—
i )
sl dx —x
4
\fm x+3-2
x— x—l
y+2
=2 jy+3 —1
lim Jw
wol w43 =43
Jax*+3-2
J—h-;n 21‘-—1

x=5
lim ———
=

69

33,

37.
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X 42x =11 —-12x+ 36

40, lim 5 3
a2 ¥ —2% —x+2
T, L
41, fm > =% dx+4

47.

P+ 62 +55—12

¥ -6y +12y—8
m 4
2y —4y +16y—16

ifm Px+5-2

x=# 1’:—l

it Yx=¥a
mZ 2
—a x" =g

Yox’+4 -2
.c—pzs 31_2

Hm:#y’+3—J2Ty
2 y—2
" dx+h—-4x

m

- e
ifm Jx+7 —34x+19
-2

=2 X

o rr6-2

b ge=1=1

Hm§62x+3—1

e |
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EJEMPLOS

2 1 e
571

limites cuando x tiende al infinito
Sea una funcion f definida en el intervalo (a, ). Si se tiene que:

lim f(x)=L

entonces significa que los valores de f{x) se aproximan a L tanto como se quiera para una x lo suficientemente gran-
de, sabemos que % no es un mimero, sin embargo, se acostumbra decir “el limite de f(x), cuando x tiende al infinito,
es L",

Cuando en una funcién x — o, se busca la base de mayor exponente y ésta divide a cada uno de los términos de
Ia funcidn, después, para obtener el valor del limite, se aplica el siguiente limite:

c
lim — =0, con ¢ constante

J—Mnx

2x* =3x+4
Encuentra el lim ————
el A
Solucién
La base del término con mayor exponente es x 2, por consiguiente, todos los términos del numerador y del denominador
se dividen entre esta base:

2 x4
il P g
== 6y’ +2x—1 oyt 2x 1
R
Se simplifica y aplica el teorema para obtener el limite,
3 4 3 4
. etk md-imev e aepde. 90
m = = S
gri_L  Hn6tlmo—tm C100 63

2% =3x+4 1

Por consiguiente, lim

= Gy +2x—1 3
2 —
Determina el ]1':[1-——".9":5
2 @o- == 2x+3
Solucién

La base del término con mayor exponente es x, por tanto, se dividen los términos entre esta base y se simplifica la
expresion para obtener el valor del 1imite.

9y’ -5 9x*—5 5
e e e R o
o X = lfm = lim X = e’
e ZeER P BER] AN a8 SR 50 i 2 2
X Xx =i N

= -0 8 2

T o240 0 2 2
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3 ."‘Ihtcrminaelmsultadodeliml:+2
x—bm y -+ 2
Solucién
Se dividen todos los términos entre x*, se simplifica y se obtiene el valor del lfmite.
3x 2 3 2 3 2
2= 2 4+Z  lfm=+lim=
Hm3§+2 = lm XX = |im X 1;\:’ - H";’ i I
X X x o= a—o X
Finalmente:
3x+2
oo

Siobservamos la grifica de la funcién exponencial f(x) = &%, tenemos que cuando x — —2=, f(x) tiende a cero.

V4 ) = e

I
(%]
|
—
———
M-
b 4

entonces xl_I.t_an{x) = Lﬁ_nme‘ =0
esto cumple también cuando tenemos la funcién g(x) = a* para a >0, es decir
Ea =0 paraa>0

Por otro lado, si tenemos f(x) = e ¥, tenemos que cuando x — =, f(x) se aproxima a cero.

f{x) _ y4

|
%)

|
—
ko
M-
=¥

entonces lim ™ =0

También se cumple lim a™ =0 paraa >0
X—hoa
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EJERCICIO 19
Obtén los siguientes limites:
JnP+a-n-a

i, fpm 1218 10, 1m ¥

Hm4x+3 A—sm h
5 mg};z_gy+5 i1 Hm11x+6

ey =Sy +2 a0 4 — 6x

2 —

&, jiin W TN D 12, lim —=

v Swe 4+ 4w +1 e 22 g

5h* — 2K +3 (Bx=2)3x+1)

4, fm——— T 13 i SAXT S

= 30 + 20 +h 2%+ 7)x—2)

5. fm M 14, lim 2 _2_
e\ 22 +5 o242
Y =2x"+3 x*—5x+3
6. imY—m—— 15, lim ———
me  2x+1 b

2
+5-3 "
7 ]i'mylis 16. ]Ima"x_ +..taxta;
gt g == b x"+ .. +ax+b
= = ] a L]
B. lfmh_z;ax 17. Hmm conn>m
—sm oy + 4 =@ cx" _dx"
9, ttm Y T O Lol

s - Him =

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Asintotas horizontales
Sea la funcién y = f(x), si la curva tiene una asintota horizontal en y = ¢, entonces la ecuacién de la asintota es:
y=limf(x) o y= lim f(x)

EJEMPLOS
i '?l @9 Encuentra la ecuaci6n de la asintota horizontal de f(x) = ;; I;
i Solucién
Al aplicar y= ]_.‘i_]']i[nf(x) . se obtiene:
3 +1 1

SRS opim
:Hm3x+l e R sk

H02x+3 s—m2x+3 x—m2+§

X X

| e

3
Por tanto, la curva tiene una asintota horizontal en y = 2 oy—3=0
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2 @9 Deiermina la ecuacién de la asintota horizontal de y = ;‘_H
X
Solucién
Se aplica y = Hﬂ Jf(x), entonces la asintota horizontal tiene por ecuacidn:
X 1
& s o T 1
= = lim =lm—%—- = - =0
y J(_Nan_'_l _‘._,mx1+1 _|~—pnnl+L 1
¥ ¥ X
El resultado y = 0 indica que la asintota horizontal es el eje X.
x*+
3 ®¢- Obién la ecuacién de la asintota horizontal de f(x) = T
Solucién
Se aplica la definicién y = E J(x) ¥ se obtiene:
X +1 1
1i ‘tz +1 1im x2 lim l_+;2_ 1
Y =233 ==2x—3 ==1_3 ¢
12 X Iz
El limite no existe ya que la divisién entre cero no estd definida,
El resultado indica que la curva no tiene asintotas horizontales.
EJERCICIO 20
Encuentra las ecuaciones de las asintotas horizontales de las siguientes funciones:
Lye 2x+3 n— ax + b
¥ ax—-5 YT w—d
1 2
2.f0= 1= 13
¥ -4
3= 5

Bxy+2x—1=0
*+3
4.}' x_

= = 9, fxy=2x+5
5. POy = 2 + 37 +3x+1

=1

_ax tax"'+..+a,
N s B bt B

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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EJEMPLOS

£

1 ®%° Determina las ecuaciones de las asintotas y traza la grafica de la funcién f(x) =

CAICULO DIFERENCIAL

Asintotas oblicuas
S le denomina asintota oblicua a aquella recta cuyo dngulo de inclinacién 6 es diferente de 0° y 90°,

Caso |
(x)

Sea una funcidn racional de la forma f(x) = T’E;i donde el grado de Q(x) es un grado mayor que el grado

de P(x) y P(x) no es factor de Q(x), entonces f(x) tiene una asintota oblicua en la recta y = ax + b siendo

R
fiy=ax+ b+ % si se cumple alguna de las siguientes condiciones:

lim [f(x)—(ax+5)]=0 o lim [f(x)—(ax+b)]=0

x+2
x+1

Solucién

La funcién no tiene asintotas horizontales, pero si posee una asintota vertical en x = —1
El grado del numerador es un grado mayor que el grado del denominador y éste no es factor del numerador,
entonces:

o
fx)=x l+x+1

Para obtener la asintota oblicua se aplica cualquiera de las dos condiciones:
tim [f(x) = (ax + b)] = lim [f(x) = (x = D]

3
Pero f(x) —(x— 1) = m,portﬂnto:

A+l 1
X X X
0
“iro0 ¢
La funcién tiene una asintota oblicua en larectay = x — 1

i , Y=f®

H!
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X +1

2 @9 Obtén las ecuaciones de las asintotas y traza la gréfica de la funcién f(x) = 21

Solucién
La funcidn carece de asintotas verticales y horizontales, para obtener las asintotas oblicuas la funcién se representa
& la siguiente forma:

1—-x
W =x+ g3

Para comprobar que y = xes la ecuacién de la asintota oblicua, se aplica la definicién:

k| + 1 1 -
lim [£(x) = (ax + b)] = lim [£(x) = x] :J_H.E';[;z e x] :x]i—eﬂ(f +x1]

Se obtiene el limite:

T | Tt ) VA ;__;_x_? | 2 E (=00
xovbel 2 + 1 sl 3 o 1| e 1 1+0
2

2
X X

Por tanto, la funcién tiene una asintota oblicua en y = x

¥

Analicemos otro método; sea una funcién racional de la forma f{x) = %%)2 donde el grado de Q(x) es un grado
mayor que el de P(x) y P(x) no es factor de Q(x), entonces f(x) tiene una asintota oblicua en larecta y = ax + b,
cuyos valores de a y b estin dados por:
g=Tnd® 3 b=t fir—ad]
X=hoo x X—poo
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Ejemplo A
Obtén las ecuaciones de las asintotas y traza la gréifica de f(x) = it S

Solucién

La funcidn tiene una asintota vertical en x = 0 y no tiene asintota horizontal, para obtener la ecuacién de la asintota
oblicua se aplican los limites anteriores:

(x’+x—3]
2 —
a= h&:lm;:m[#]:l{m(l.pl_%]:l
x

== ¥ A X =il X E ] x

5=H[f{x)_x]=ﬁﬂ[¥_x]=ﬁ @ =E(1_3]=1

Se sustituyen a y b en la ecuacién y = ax + b, por tanto, la asintotaes: y=x + 1

Grifica
YA
I
x=0
Caso Il s
x
Sea una funcién f(x) = ;E;) donde el grado de Q(x) es mayor que uno y mayor al gradoe de P(x), la funcién tiene
ma asintota oblicua no lineal.
Eiemplo .2
Determina las ecuaciones de las asintotas de la funcidn f(x) = fx—z"
Solucién
Esta funcidn tiene una asintota vertical en x = 0
Se realiza el cociente y el resultado es:
1
fO=x"+—=
x
Entonces:
()
X—hE x
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[imites
Por consiguiente, la funcién tiene una asfntota cuya ecuacién es y = x2
Y ;
: ! i y=fx)
0 y=x2
X
=0
EJERCICIO 21
De las siguientes funciones determina las ecuaciones de las asintotas y traza sus gréficas:
X+x+1 X +2 F—-32+1
L. = e 4, = 7. = ——
f(x) oy F(x) —15 fx)
1—x 4 1
2. fx)=—0 5. f)=— 8 fy=—
_4x’—dx+5 _ X X +1
. fW=——53 6 F®=5 8. J&=53

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Limites laterales

limite por la derecha
Sea f(x) una funcién definida en el intervalo abierto (x, b), el limite de f{x) cuando xse aproxima a x_ por la derecha

es L y se representa:
lim f(x) =L
x—x,

Lo anterior denota que f{x) se aproxima a L cuando x tiende a aproximarse con valores mayores que x,
limite por la izquierda

Sea una funcién definida en el intervalo abierto (@, x ), el limite de f(x) cuando x se aproxima a x , por la izquierda
es L y se representa:

lim =L
tim f)
Lo anterior denota que f{x) se aproxima a L cuando x tiende a aproximarse con valores menores que x,

Teorema

El limite cuando x — x,, de una funcion f{x), existe y es igual a L, si y solo si los limites laterales son iguales a L,
es decir

limfe)=L & limf@)= lm f@)=L
b, EE =,
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CALCULO DIFERENCIAL
EJEMPLOS '
-g- ’ . ’ B 2x—3 s x<2
5 1 ®#° Determina el lim fix) si f(x) = {s_x? si x=2
o Solucién
Se calculan los limites laterales:

lim f(x) = lim (2x—3) =2(2) -3 =1
lim f(x) = E(s—x2)=s—(z)2=s_4:1
Eg&f(x}= Jl_f.ﬂzl_f(x)=l

Por consiguiente el l.fl:rzl =1

Do

/::2 X

f@)=2x-3 f) =5-+

N e . _ JN9—x" si x=0
2 Caleuta el 1fm Rx) si fx) {2x+1 si x<0

Solucion
Se obtienen los limites laterales:

lim f(x) = Eﬂdg—xz =J9-(0) =3
r]%f(x)= l_]ig._{2x+l)=2{n}+1 =1

Dado que, }_fg[f{x) #* x_ligl' Jf(x), entonces el ]i_rg f(x) no existe.

La existencia de un limite lateral no implica la existencia del otro (gjemplo anterior). Cuando f(x) estd definida
de un solo lado, entonces el J]im f(x) es igual al limite lateral de dicho lado.
Xa
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3 @+ Cuslesel lim f(x) si f(x) = Ja-+12
Solucién
Esta funcién estd definida en el intervalo —2 = x = 2, por tanto, los valores de x tienden tnicamente a 2 por la iz-
quierda, entonces el valor del limite es:
limf() = lim f(x) = lim J4— 5 = J4-@) =0
Ifm f(x) = 0
YA
/‘_\f(x)= V4-x*
— } >
-2 2 X
EJERCICIO 22
Para las siguientes funciones, determina el valor de los limites indicados:
; - i x<3
L. 8i fx) = {;‘H § Ao a) lim f(x),b) lim f(x),c) lim f(x)
x+1 si x<=2 @) lim g(x),b) lim g(x),e) lim g(x),
2. 8igxy=4x"—5 s -2=x<1
-6 si x=1 d) Ifm g(x), ) lim g(x}, f) lfm g(x)
WFTRE = @) tim h(x), b) lim h(x), ©) Tm h(x),
3. Sih(x)=4=—1 sil<x=3 ! = =
ey d) lfm h(x), e) lim h(x), f) lim h(x)
3 si 3<x
S Gt @) Wm f(x),b) lim f(x),c) im f(x),
4. Si fix) = x—1 P X2 P
x° si 2<x<d d) ]fl:lé'l f(x),e) lim f(x)
2 —
o sixs2 a) lim f(),b) lim f(x), o) lfm £(x),
x— A, =t a2
SSifig=nte  sildsisd d) lim f(x), ) lim f(x), ) lim f(x)
Jx+35 si x=4 =7 0 =
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x ;?2 10 . i yed
6. 8if(x) = Lim f(x)
5 si x>-2
g e
senf i a<g
7. Sih() = 2 lfm h(0)
—c0s20 si 627 07
; si x=0
e {3+?log{x+1} si x>0 e
J4—3senx si x<w
9. Siw(x) = L‘st si x=a lim w(x)
l—log(seni]

senx+cosx si x=0

10. Si fix) = {m g wp Eﬁx)

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

limites de funciones frigonométricas
A continuacién se muestra la tabla de valores de las funciones trigonométricas de los dngulos notables, asi como los

dngulos de 0, —,1:', 3?17 y2w

T T L w 3T
Angulos en radianes o 5 T 3 7 1 - 25
Seno 0 % iE. ﬁ 1 0] —1 0]

2 2

Coseno 1 E é L 0] -1 0 1

2 2 2

V3 . .
Tangente 0 = 1 3 No existe 0 No existe 0
Cotangente Noexiste 43 1 ? 0 No existe 0] No existe
et 1 % J2 2 Nowdhte -1 Noexdsts i
Cosecante No existe 2 2 % 1 No existe = No existe
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EJEMPLOS -
8. 1 ®* Encucntra el valor del 1im sen 2x
[y Solucién

Se sustituye el valor de x = % en la funcidn:

]In;scnl\: =sen2(%]
==

Por consiguiente, el valor del limite es 1.

2 @+ ;Cuslcs e valor del Ifm 02X —3c08 2%
x40 1+x

Solucién

Al sustituir x = 0, se obtiene:

sen 2x—3cos2x _ sen 2(0)—3cos 2(0)

_ sen0—3cos0 _ 0-3(1)

[Imites

=scn% =1

= 3
a0 1+ x 1+0 1 1
P o, lfmsmlx—licoszx iy
x40 1+x
X
tan— —cos 2x
3 @+ Obtén lim —2
H; sen x +1
Solucién
o
x_ tan-2 —cos 2| = T _
]Imtﬂnz cos2x _ 2 cos 5 _ tﬂIl4 C(E‘IT_I_(_I)ZEZI
=2 sen x+ 1 sen;—r+1 1+1 1+1 2
Por consiguiente, el valor del limite es 1.
EJERCICIO 23
Caleula los siguientes limites:
i “ifin| 2B § i [
=ol x+3 =0\ sen x + cos x
tan
2. lfm (sen.0+ cos 6) % it
8—-% i—%sﬂﬂ k_l
3, um(zmzm] 5 1y EEteesx
oy 2 ,_.L:senx—cusx
¢ 2
4 1™ P! 9, lim—o ¥
w0 tan” w + 1 w+w] —sen” w
s. lﬁm(x-z]cm(ﬁz] 16, fim 2P —c08B
. 4 4 p+Z tan B—/3

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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limites trigonométricos indeterminados
Para evitar la indeterminacién en un limite de funciones trigonométricas, se transforma la funcidn utilizando identi-
dades trigonométricas, en ocasiones con esto es suficiente, también se puede simplificar hasta obtener una expresién

¢k la siguiente forma:
senx l—cosx - cosx—1
x x x
y utilizar los siguientes teoremas:
limsa”:l; Hml—cosvzlimCOSV—l <y
= v =+ v =0 v

A continuacién se da una lista de las identidades que se pueden utilizar,

Identidades trigonométricas fundamentales Funciones del éngulo doble

tana = 2:’:: sen 2o =2 sen acos a
cota='::2 00s 20 = cos’ a — sen’a
sena = 1‘! ws2a=2sera—1
senacsca= 1
o 331““ 0s2a=1—2cosa
osa = sela tan2a=—12t:r:
= o
cosaseca =1
Sl Funciones de suma o diferencia de éngulos
tan a = 1ﬂ senfa = B) =senacos f £sen Bcosa
tanacota=1 1
cota = Br o cosla = B) =cosacos B Fsen asen B

serfa=1—cos?a Transformaciones de sumas o restas de funciones
P ] trigonométricas a producto
sen” o a=

cos?a=1-sen?a 93“"4'93"'3:293"(%&)“(“_;&)
1+tafa=seca *““‘mnﬁ:zms(%g)se"(ﬂ_;ﬁ)
1+cotfa=cscta msﬂ+msﬁ=2cos(%'ﬂ—)oos(ﬂ—;'g)

e e
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limites
EJEMPLOS -
—g. 1 @%° Determina el ]Imﬂ
E - 5% sen 6 —cos 6
T Solucién
Se sustituye § = % , resultando:
T
Ifm 1-tand _ l—tan: . _A=1 .0
g_.;}scnﬂ—msﬂ L T 2 _-JE 0
4 4 2 2
Para eliminar la indeterminacidn, se aplican las identidades trigonométricas con el fin de obtener una expresidn equi-
valente que no se indetermine:
_senf cos # —sen 6
l—tanf cos cos 0 _ cos f —sen 1
senfl —cos®  senf—cosf  —cosf+sen  —cosbicosf —send) cos 0
Se calcula el valor del limite:
1{mﬂ el et ] o _—lz__lz—iz—u"i
g_,gsenﬁ—msﬂ -2 cosf cosz E J2
2
Por consiguiente, ]ﬁnﬂ = =2
s~ sen 6 —cos 6
2 ®°: Calcula el Emcosw—cosQw
b sen’w
Solucién
Al evaluar el limite:
]Immsw—cns:!w _cosO—cos2(0) _ 1-1 _ 0
WD sen’w sen’(0) oy 0
Se indetermina la funcidn, por consiguiente, se transforma mediante identidades trigonométricas, como se ilustra:
h,mu:}sw—ms2w - ]Immsw—{coszw—senzw) » hhcosw—mszw+senzw
Wil Sﬂ]zw w1 m]]zw sl Sa]zw
- [cusw(l mr;w)+sen w] 2 Hm[cosw(l zcosw)+senzw]um[cosw{l fosw)+1]
w0 sen w w—l sen”w sen”w | v l=cos"w
cos w(l —cos w) 3 cosw
= lim +1| = lim +1
w=t| (1 +cos w){1 — cos w) w=0| |+ cosw
Se aplica el limite:
ol O gy | o OO0 g T gy Bl d
»=0| 14 cosw 1+cos0 1+1 2 2
. 3
Finalmente, el valor del limite es 2
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3 @+ Obién el 1[m233113x
= x
Solucién
Para que li_tgzsenax adopte la forma ]ﬁ%w,ﬁ: multiplica por 3 tanto el numerador como el denominador
X P+ v
2sen3x 3 6sen 3x sen 3x
1im = = lim = i = 1=
BT 3 e vl THbEe
Por tanto, ]Im2sm3,x =6
= X

4 ®2- ,Cyil es el valor del Ew ?

Solucién
Se sustituye y = 0 en la funcidn:
cosay—cosby _ cosa(0)—cosh(0) _ 1-1

lim F F
arvy Y © 0

Se transforma la diferencia de cosenos en producto,

cosay —cos by =—2 Sﬂl(ay ;by ]sen(ay;by] =-2 san{a ';b)ysm(ﬂ ;b))'

i &
0

Entonces:

ey @tD)y (a—b)y
cosay—cosby _ i 2o 7 e
Y 0 i

i {a+b)y o {a — b)y

-2.1fm & 2
30 ¥ b

lim
=0

sen {a+b)y sen {a—b)y

= —2-lim 2 lfm 2
=0 ¥ i ¥

Sen{a+b)y (a+b) Sﬂn(a—b)y (a—b)

= 2 2. 2 2
i T T i N )
2 2
(a+b)y (a—b)y
~2Aa+b) . o @b,
2 0 (a+b)y 2 w0 (a—b)y
2 2

_ —2a+b)
2
< —2{:22 _bZ} b2 _a2

4 2

fa—b)
= 0

cosay —coshy _ b* —a’
2

Por tanto, lim
Y0l
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1+ (x—1)cos x

5 ®¢ Determina el valor de lfm
x—+0 4x

Solucién
Se evalia la funcion parax =0

g LT G Deosx _ 14+(0—Deos(0) _1+(=1)1) _1-1_0
0

= Ay 4(0) a0 0

Se transforma la expresidn de la siguiente forma

l+(x—1jcosx _l+xcosx—cosx l—cosx+xcosx

4x dx 4x
:l[l—cosx+xcosx]
4 X X
1{1-
=_[ﬁ+msx]
4 x
entonces
]Iml+{x—l)cosx = ]iml[l_mx+cusx:|
x40 4x =04 x
= l[,fml-cﬂwmcm]
4| =0 x =0
1
= Jo+1
Hou
1
=i
4(}
_ 1
T4
Por tanto
liml+(x—1)cosx:l
x—0 4x 4
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EJERCICIO 24

10. lim

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Determina el valor de los siguientes limites:

2
w

1. lim

w=00os w—1

sen 30
Hm——
-0 tan 40

cosx —1
lim————
=0 sen’x

Hm2sma—tan2a

a0 o

Hml—sacv
""’”VESEG'.'

sen” 6

0% tan’ @

i o8 x—1)*

x—0 '[E]]x

cos 2w
lim ———
o™ COS W — SEn w
4

Ifm fan x

H”\fl—scnx—\fl+sanx

tan(3 + a) — tan(3 — o)
a0 sen(3 —a) — sen(3 + a)
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11. lim

12, lim

13,

14,

15. lim

16. lim

17.

18. lim

19.

20.

cos 4x — cos” 2x
x

)




