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46. Si limf(x) = L, entoncesf(e) = L 49. Demostrar que si existe ellimite de f(x) cuando x ---> e, 
ese limite debe ser tinico. [Ayuda: Tomar 

x~c 

~ 47. Programaci6n En una calculadora programable, es
criba un programa que estime 

limf(x) = Ll Y limf(x) = L2 
x-c x-c 

~ 48. 

lim f(x) 
x~c 

Suponga que el programa solo se aplicara a funciones 
cuyo limite cuando x tiende a e existe. [Ayuda: Haga 
.Yt = f(x) y genere dos listas cuyas entradas formen los 
pares ordenados 

(e ± [0,1]", fCc ± [0,1]"» 

para n = 0, 1, 2, 3 y 4.] 

Utilizando el programa creado en el Ejercicio 47, esti
mar el limite 

x 2 
- X - 12 

Ifm 
x~4 X - 4 

1.3 

y probar que Ll = L 2 ·] 

50. Consideremos la recta f(x) = mx + b, donde m #- O. 
Aplicando la definicion e-b de limite, demostrar que 

lim f(x) = me + b 
x~c 

51. Demostrar que 

lim f(x) = L 
x~c 

es equivalente a 

lim [f(x) - L] = 0 
x~c 

52. Consideremos la funcionf(x) = (1 + X)l/x. Estimar el 
limite lim (1 + X)l/x evaluando f en valores de x proxi-

x~o 

mos a O. Esbozar la grafica de f 
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Propiedades de los limites 

En la Secci6n 1.2, vimos que ellimite def(x) cuando x tiende a c no depende 
del valor defen x = c. Puede ocurrir, no obstante, que este limite seaf(c). En 
estos casos, se puede evaluar el limite por sustitucion directa. Esto es, 

limf(x) = f(c) Sustituir x por c 
x-+c 

Las funciones con este buen comportamiento se dicen continuas en c. En la 
Secci6n 1.4, se examinara con mas detalle este concepto. 



66 Capitulo 1 

Para delllPStFaTilOslJ()~llSde 
es~a pagina ylas sipientes. 
puooe utilizarla,def'mici6n fo~~ 
mal 6-15 delflllilJde; las~i6n 
previa; ~·aqUi..in ejetJ1plo 
deoomo . uSa:i":esta i~ci()8> 
para demostFar .• la· pt9PieQa,!l Z 
del Teorema 1.1.' ", 

Para demostFarla;hay que 
probar que para cada'8 :> 0 eJtis
te lit! l> :> 0 tal que 

siempreque 

o <}x.,-c! 

Co~o Ia seillnda' de~~~dad 
es una versiOn mas esutf.cta de la 
primeta, se puede elegit send~ 
lIarnente (j :. B, como se iiustra 
abajo. Esto completa Ja demos
traci6n. 

Discuta esta demostraci6n. Las 
demostracione~ del restO". ·las 
propiedadesde los lfmites 'lie in
cluyen en el a¢ndice; y en los 
ejercicios, 

Limites y sus propiedades 

EJEMPLO 1 Evaluaci6n de /(mites blisicos 

a) Ifm 3 = 3 b) Ifm x = -4 c) Ifm x 2 = 22 = 4 D 
x~2 x--+ -4 x~2 

Nota. Cuando encuentre nuevas notaciones 0 sfmbolos en Matematicas, asegurese de 
que sabe como se leen, Por ejemplo, ellimite del Ejemplo Ie) se lee «el limite de x 2 

cuando x tiende a 2 es 4». 

TB~A1.2rROPDIDADES DE LQSLIMrtES 
s~ h, c mlmeros reates, n un entero posltivo yj;,gfunciones con los 
sigttientes lImites 

l1m/(x).::: t y lIm g(x} =K 
x-'c 0 X"'4,C 

lim [Eif(x)J == bL 
x->c 

2. Sumao diferencia: 1M [f(x) ±:g(x)] := t ::!: K , 

3. Prodncto: 

4. Cociente: 

5, Potencias: 

EJEMPLO 2 Ellfmite de un po/inomio 

'x .... 'c ' 

HmT/(x)gex)) == LK 
XM( 

11m f(x) t supuestoque K -# 0 
.11-:-': g(x) 

'J~[f(x)]":= LH 
>1i'7'~ 

Ifm (4x2 + 3) = Ifm 4x2 + Ifm 3 Propiedad 2 
x--+2 x--+2 x-2 

= 4(lfm X2) + Ifm 3 
x-2 x--+2 

Propiedad I 

Ejemplo I 

Simplificar D 

Observemos que, en el Ejemplo 2, el lfmite (cuando x -> 2) de la funci6n 
polin6mica p(x) = 4x2 + 3 es simplemente el valor de p en x = 2, 

lim p(x) = p(2) = 4(22) + 3 = 19 
x~2 

Esta propiedad de sustitucion directa es valida para todas las funciones polin6-
micas y todas las racionales cuyos denominadores no se anulen en el punto 
considerado, 
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EJEMPLO 3 Limite de una Juncian racional 

x 2 + X + 2 
Hallar el limite lim ----

x~ 1 X + 1 

67 

So/ucian: Puesto que el denominador no es 0 cuando x = 1, se puede aplicar el 
Teorema 1.3 para obtener 

x 2 + X + 2 
lim----
x~ 1 X + I 

D 
4 
-=2 
2 

Las funciones polinomicas y racionales constituyen dos de los tres tipos 
basicos de funciones algebraicas. EI proximo teorema concierne al limite del 
tercer tipo de funcion algebraica, aquella en la que interviene una raiz. 

El siguiente teorema extendera notablemente su capacidad de evaluar limi
tes, ya que muestra como tratar ellimite de una funcion compuesta. 
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EJEMPLO 4 Limite de una funci6n compuesta 

a) De 

Ifm (x2 + 4) = 02 + 4 = 4 Y Ifm Jx = 2 
x~o x-4 

se sigue que 

Ifm y?+4 = J4 = 2 
x~o 

b) De 

Ifm (2x2 
- 10) = 2(3 2

) - 10 = 8 y Ifm ifx = 2 
x-3 x-8 

se sigue que 

D 

Se ha visto que los Ifmites de much as funciones algebraicas se pueden 
calcular por sustituci6n directa. Cada una de las seis funciones trigonometric as 
basicas tambien po see esta deseable propiedad, como establece el siguiente 
teorema (presentado sin demostraci6n). 

EJEMPLO 5 Limites de funciones trigonomitricas 

a) Ifm tg x = tg (0) = 0 
X~O 

b) Ifm (x cos x) = (lfm x)(lfm cos x) = n cos (n) = -n 
X-1t' X-+1[ X-1t 

c) lim sen2 x = Ifm (sen X)2 = 0 2 = 0 D 
x-a x-o 
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FIGURA 1.16 
f Y g coinciden salvo en un punta. 
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Estrategia para el calculo de limites 

En las Ves paginas previas, se han estudiado diversos tipos de funciones cuyos 
lfmites pueden calcularse por sustituci6n directa. EI conocimiento de estas fun
ciones, junto con el siguiente teorema, permiten de sarro lIar una estrategia para 
calcular lfmites. 

EJEMPLO 6 Calculo del limite de unafuncian 

x 3 
- I 

Hallar ellimite lim 
x~l x-I 

Solucian: Sea/ex) = (x3 
- l)/(x - 1). Factorizando y cancelando factores, se 

puede escribir / como 

~(X2 +x+ 1) 
lex) = ~ x

2 + X + 1 = g(x), x =I- 1 

As! pues, para todos los valores de x distintos de x = 1, las funciones / y g 

coinciden, como ilustra la Figura 1.16. Como Ifm g(x) existe, se puede aplicar 
x~l 

el Teorema 1.7 Y conc1uir que / y g tienen el mismo limite en x = 1. 

, x 3 
- 1 , (x - 1 )(x2 + X + 1) 

lim --- = lim -------
x~ 1 x-I x~ 1 x-I 

Factorizar 

, {,x..---1)(x2 + X + 1) 
= hm ~-~---~ Cancelar factores identicos 
x~l ~ 

= lim (x2 + x + 1) Aplicar el Teorema 1.7 
x~l 

U sar sustituci6n directa 

=3 Simplificar o 
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ADVERTENCIA Cuando 
aplique esta estrategia al caIculo de 
lfmites, recuerde que algunas 
funciones no tienen lfmite (cuando 
x tiende a c). Por ejemplo, el 
siguiente lfmite no existe 

x 3 + 1 
lfm-
x~l x-I 

FIGURA 1.17 
f no esta definida para x = -3. 

Lfmites y sus propiedades 

Tecnicas de cancelaci6n y de racionalizaci6n 

En los Ejemplos 7 y 8 se exhiben dos tecnicas para calcular Ifmites anaIftica
mente. La primera supone la cancelaci6n de factores comunes, y la segunda la 
racionalizaci6n del numerador de una fracci6n. 

EJEMPLO 7 Tecnica de cance/acion 

x 2 + X - 6 
Hallar el Ifmite Ifm 

x~-3 X + 3 

So/ucian: Aunque se trata dellfmite de una funci6n racional, no se puede apli
car el Teorema 1.3 porque el Ifmite del denominador es O. 

2 Ifm (x2 + x - 6) = 0 
x + x - 6<X~-3 Ifm La sustitucion directa fall a 

x~ - 3 X + 3 lim (x + 3) = 0 
x--3 

Dado que el limite del numerador tambien es 0, numerador y denominador 
tienen el factor comtin (x + 3). Por tanto, para todo x=/;-3, podemos cancelar 
este factor para obtener 

x 2 + X - 6 ~(x - 2) 

x+3 ~ 
x - 2, x =/; -3 

Del Teorema 1.7, se sigue que 

x 2 + X - 6 
lim = lim (x - 2) 
x~-3 x + 3 x~-3 

Aplicar el Teorema 1.7 

= -5 U sar sustituci6n directa 

Este resultado se muestra gnificamente en la Figura 1.17. Observemos que la 
gnifica de la funci6n f coincide con la de la funci6n g(x) = x - 2, salvo que la 
grafica de ftiene un hueco en el punto (-3, -5). 0 
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En el Ejemplo 7, la sustituci6n directa produce la forma 010, que carece de 
significado. Tal expresi6n se denomina forma indeterminada porque no es po
sible (a partir s610 de esa forma) determinar elIfmite. Si al intentar evaluar un 
limite se Ilega a esta forma, debe escribirse la fracci6n de modo que el nuevo 
denominador no tenga Ifmite O. Una manera de conseguirlo consiste en cance
tar Jactores identicos, como se muestra en el EjempJo 7. Otra man era es racio
nalizar el numerador, como ilustra el Ejemplo 8. 

I Nota. En la soluci6n del Ejemplo 7, asegurese de que capta la utili dad del Teorema de 
Factorizaci6n del Algebra. Este teorema establece que si e es un cero de una funci6n 
polin6mica, entonces (x - e) es un factor del polinomio. Por tanto, si aplica sustituci6n 
directa a una funci6n racional y obtiene 

pee) 0 
r(e) = - =

q(c) 0 

puede concluir que (x - e) es un factor com un de p(x) y q(x). 

EJEMPLO 8 Tecnica de racionalizacian 

Ca1cular elIfmite Ifm 
Jx+l- 1 

x-o x 

Solucian: Por sustituci6n directa, se obtiene la forma indeterminada 0/0. 

;::--;--;- Ifm (Jx+l - I) = 0 
yx + 1 - l<x~o 

Ifm 
x~o x Ifm x = 0 

La sustituci6n directa falla 

x~o 
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FIGURA 1.19 
EIlfmite de I(x) cuando x tiende a 0 es 1/2. 

Limites y sus propiedades 

En este caso, podemos escribir la fracci6n racionalizando el denominador. 

Jx+l- 1 = (Jx+l- 1)(Jx+l + 1) 
x x Jx+l+l 

(x + 1) - 1 

x(Jx+l + 1) 

f 
f(Jx+l + 1) 

1 
= , x # 0 
Jx+l + 1 

Ahora, usando el Teorema 1.7, se puede evaluar ellimite como sigue. 

Jx+l-l lim -"------
x----l>O X 

, 1 
hm-------,==--
x~o Jx+l + 1 

1 + 1 

1 

2 

Una tabla 0 una grafica pueden servir para reforzar la conclusi6n de que el 
limite es 1/2. (Vease la Figura 1.19.) 

x -0,25 -0,1 -0,01 -0,001 0 0,001 0,Q1 0,1 0,25 

f(x) 0,5359 0,5132 0,5013 0,5001 ? 0,4999 0,4988 0,4881 0,4721 

I Nota. La tecnica de racionalizaci6n para el ca1cul0 de lfmites se basa en multiplicar 
por una forma conveniente de I. En el Ejemplo 8, la forma apropiada es 

~+1 
I =-'-:==--Jx+l + 1 
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h(x) "" j(x) "" g(x) 

FIGURA 1.20 
EI teorema del encaje. 

FIGURA 1.21 
Para demostrar el Teorema 1. 9, se usa 

un sector circular. 
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Teorema del encaje 

El siguiente teorema concierne al limite de una funci6n que esta «encajada» 
entre otras dos, cada una de las cuales tiene el mismo limite en un valor de x 
dado, como ilustra la Figura 1.20. (En el apendice se da la demostraci6n de este 
teorema.) 

En la demostraci6n del Teorema 1.9 se aprecia la utilidad del teorema del 
encaje. 

Demostraci6n: Con el fin de evitar la confusi6n entre dos usos distintos de x, 
presentamos la demostraci6n utilizando la variable e, donde e denota un angu-
10 agudo medido en radianes. La Figura 1.21 muestra un sector circular encaja
do entre dos triangulos. 

Area del triangulo 

~ 
2 

Area del sector 

!L 
2 

Multiplicando cada expresi6n por 2/sen e resulta 

e 
;:::--;::: 1 

cos e sen e 
y tomando inversos se obtiene 

sen e 
cos e ~ ~ 1 e 

Area del triangulo 

sen /J 
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PARA MAs INFORMACION 
Sobre la funci6n f(x) = sen xix, 
puede consultarse el articulo «The 
Function (sin xl/x»~ de William B. 
Gearhart y Harris S. Shultz en The 
College Mathematics Journal, 
marzo 1990. 

-1,57 

1,57 

-2 

FIGURA 1.22 
Ellimite de i(x) cuando x tiende a 0 es 1. 

1,57 

-2 

FIGURA 1.23 
Ellimite de g(x) cuando x tiende a 0 es 4. 

Limites y sus propiedades 

Como cos 0 = cos (-8) Y (sen ()/8 = [sen (-8)]/(-8), concluimos que esta 
desigualdad es valida para todo (J no nulo del intervalo abierto (-nl2, nl2). 
Finalmente, dado que Ifm cos 0 = I Y lim 1 = I, podemos aplicar el teorema del 

O~O 8~O 

encaje para concluir que lim (sen 8)/0 = I. La demostraci6n del valor del 
8~O 

segundo limite se deja como ejercicio (vease el Ejercicio 103). 0 

EJEMPLO 9 Un limite en el que interviene una funcian trigonometrica 

Hallar el limite Ifm tg x 
X~O x 

Solucian: La sustituci6n directa conduce a la forma indeterminada 0/0. Para 
resolver este problema, podemos escribir tg x como (sen x)/(cos x) y obtener 

, tg x , (sen x) ( I ) hm -=hm -- --
X~O X X~O X cos x 

Ahora, como 

sen x I 
Ifm -- = I Y Ifm -- = I 
X~O X x~O cos x 

puede obtener 

Ifm 
x~o 

t
g

x x = (!~ se: x)(!~ co~ x) 
= (1)(1) 

= 1 

(Vease Figura 1.22.) 

EJEMPLO 10 Un limite en el que interviene una funcian trigonometrica 

sen 4x 
Ca1cular el Ifmite Ifm ~~ 

x-a x 

o 

Solucian: La sustituci6n directa conduce a la forma indeterminada 0/0. Para 
resolver este problema, podemos escribir el limite como 

, sen 4x (' sen 4X) hm ~~=4 hm~~ 
x~o x x~o 4x 

Haciendo ahora y = 4x y observando que x -+ 0 si y s610 si y -+ 0, podemos 
escribir 

Ifm 
X~O 

sen 4x (' sen'Ax)" ~-=4 hm~-
x x~o 4x' 

= 4(lfm sen y) 
y~O Y 

= 4(1) 

=4 

(Vease Figura 1.23.) o 
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Ejercicios de la Secci6n 1.3 

I'jv En los Ejercicios 1-4, representar la funci6n en la ca1culado- nx 
ra y estimar visualmente los limites. 21. Ifm cos nx 22. Ifm sen-

x~1 x~l 2 

12(.);: - 3) 
23. Ifm sec 2x 24. Ifm cos 3x 

1. hex) = x 2 - 5x 2. 
x~o 

g(x) = 
x-9 25. Ifm 26. lim sen x cos x 

a) lim hex) a) lim g(x) x-+ 51[/6 x-+ 5n/3 

x~5 x~4 

b) lim hex) b) lim g(x) 27. Ifm tg (nx) 28. lim sec (nx) 
x-+ -1 X~O x~3 4 x~7 6 

3. f(x) = x cos x 4. f(t) = tit - 41 En los Ejercicios 29-32, utilizar la informaci6n dada para 

a) limf(x) a) Ifm f(t) ca1cular los limites. 
X~O t~4 

29. limf(x) = 2 30. ' 3 
b) lim f(x) b) lim f(t) hmf(x) =-

x-+rtf3 t-+ -1 x~c x~c 2 

1 
En los Ejercicios 5-28, hallar el limite. 

lim g(x) = 3 lim g(x) =-
x~c x~c 2 

5. lim x 2 6. lim (3x + 2) 
a) lim [5g(x)] a) lim [4f(x)] 

x~c x~c 

x~4 x--3 

lim (_x2 + I) 
b) Ifm [f(x) + g(x)] b) lim [f(x) + g(x)] 

7. Ifm (2x - 1) 8. x~c 

X~O x~l 

c) lim [f(x)g(x)] c) lim [f(x)g(x)] 
9. lim (_x2 + x - 2) 10. lim (3x3 - 2X2 + 4) x~c x~c 

x~2 x~l 

l' f(x) r f(x) 

Ifm Jx+l Ifm ~x + 4 
d) Im- d) Im-

11. 12. x~c g(x) x~c g(x) 
x~3 x~4 

(x + 3)2 
31. Ifmf(x) = 4 32. Ifmf(x) = 27 

13. Ifm 14. Ifm (2x - 1)3 x~c x~c 

x-+-4 X~O 

lim [f(X)]3 lim YiW a) a) 
I 2 x~c 

x~c 

15. Ifm - 16. Ifm 
x-+2 x x~-3x+2 

lim JlW r f(x) 
b) b) Im-

x 2 + 1 Jx+l x~c x~c 18 
17. Ifm -- 18. Ifm --- c) Ifm [3f(x)] c) Ifm [f(X)]2 x-+-l X x~3 x-4 x~c 

19. Ifm sen x 20. lim tg x d) Ifm [f(X)]3/2 d) Ifm [f(X)J2 /3 
x-nl2 x~n x-c x~c 
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En los Ejercicios 33-36, usar la gratica para deterrninar visual
mente ellimite (si existe). Cuando sea posible, hallar una fun
ci6n que coincida con la dada excepto en el punto en cuesti6n. 

_2X2 + x 
33. g(x) = ---

x 

y 

a) lim g(x) 
x-a 

b) lim g(x) 
x-+ - 1 

x 3 
- x 

35. g(x) =-~ 
x - I 

y 
~ 

.,. x 

2+ 

1+ -+-:.-+-, ik
+ 

··2 -1 I 1 

a) Ifm g(x) 
x-+1 

b) Ifm g(x) 
x-+ - 1 

x 2 
- 3x 

34. h(x)=--
x 

y 

-+--+--+--+--+-7f+ X 

a) lim hex) 
x-t -2 

b) lim hex) 
x-a 

x 
36. I(x) = ~2-

x - X 

;1 ~ 
1 i I I 'X 

J\ ..... : 2 3 , , 
-2 ~'" i 

a) lim I(x) 
x-I 

b) Ifm I(x) 
x-a 

Plw- En los Ejercicios 37-40, hallar ellfmite de la funci6n (si exis
tel. Encontrar una funci6n que coincida con la dada salvo en 
el punto y representarla en la calculadora. 

x2 - I 2X2 - X - 3 
37. 11m 38. 11m 

x-+ -1 X + I x-+ -1 X + I 

x 3 + 8 x3 + I 
39. Ifm -- 40. lim --

x--2 x+2 x-+ - 1 X + I 

En los Ejercicios 41-52, hallar eillmite (si existe). 

x-5 2-x 
41. Ifm ---

x-5 x2 - 25 
42. lim--

x-2 x2 - 4 

x 2 + X - 2 , ~-J2 43. lim 
x2 - I 44. hm 

x-1 x-a x 

45. ' ~-J3 hm 46. Ifm 
[I/(x + 4)J - (1/4) 

x-a x x-a X 

47. 
, [1/(2 + x)J - 0/2) 

lim 48. Jx+I- 2 lim --'----
x-a x x-3 X - 3 

49. 
, 2(x + Ax) - 2x 

~~o Ax 
so. , (x + Ax)2 - x 2 

~~o Ax 

51. 
, (x + Ax)2 - 2(x + Ax) + I - (x2 - 2x + I) 

lim ----------------
LIx-O Ax 

52. 
, (x + Ax)3 - x 3 

~~o Ax 

Investigacion grajica, numerica y analitica En los Ejerci
cios 53-56, representar la funci6n en la calculadora y estimar 
el limite. Usar una tabla para reforzar la conclusi6n. Oes
pues, calcular el limite por metodos analfticos. 

53. 

54. 

55. 

56. 

, Jx+2- J2 hm --'-----"--
x-a x 

4 - Jx 
Ifm --
x-16X-16 

, [1/(2 + x)J - (1/2) 
hm-------
x-a x 

x5 
- 32 

lim--
x-2 X - 2 

En los Ejercicios 57-68, determinar ellimite (si existe) de la 
funci6n trigonometrica. 

57. 

59. 

61. 

63. 

65. 

67. 

68. 

sen x 
lim--
x-a 5x 

sec e - I 
Ifm 
0-0 e sec e 

sen2 x 
Ifm--
x-O x 

lim 
o - cos h)2 

h-O h 

cos x 
Ifm 

x-nl2 ctg x 

sen2 t 
lim-
,-0 t 2 

58. lim 
3(1 - cos x) 

x-O x 

cos 0 tg {) 
60. lim 

0-0 0 

62. 
tg 2 x 

lim--
x-a x 

64. lim ¢ sec ¢ 
¢_n 

66. lim 
I - tg x 

x-n/4 sen x - cos x 

[ (
sen t)2 ] 

Ayuda: Calcular el ~~~ -t- . 

sen 2x 
Ifm-
x-O sen 3x 

[ (
2 sen 2X)( 3x ) ] Ayuda: Calcular el lim --- . 

x-O 2x 3 sen 3x 


