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Introduccion

La comprension de la naturaleza y sus fendémenos necesita del auxilio de las matematicas, y las
Ecuaciones Diferenciales constituye una herramienta esencial para matematicos, fisicos,
ingenieros y demas técnicos y cientificos, pues, sucede con frecuencia que las leyes fisicas que
gobiernan los fenémenos de la naturaleza se expresan habitualmente en forma de ecuaciones
diferenciales, por lo que éstas, en si, constituyen una expresion cuantitativa de dichas leyes:
por ejemplo las leyes de conservacion de la masa y de la energia térmica, las leyes de la
mecanica, etc., se expresan en forma de ecuaciones diferenciales. Las ecuaciones del
movimiento de los cuerpos (la segunda ley de Newton) es una ecuacion diferencial de segundo
orden, como lo es la ecuacion que describe los sistemas oscilantes, la propagacién de las ondas,

la transmision del calor, la difusion, el movimiento de particulas subatémicas, etc.

En una primera parte (mddulo I) estudiaremos los conceptos basicos de las ecuaciones
diferenciales como introduccioén al curso de E.D.O. En esta etapa iniciamos, las definiciones de
las ecuaciones diferenciales, los tipos de ecuaciones diferenciales, el orden, grado, forma de las

ecuaciones lineales, las soluciones y el teorema de Picard (existencia y unicidad).

En una segunda parte (moédulo IT) estudiaremos la resolucion de las ecuaciones diferenciales
de primer orden como herramienta en las aplicaciones de modelados matematicos en
diferentes areas de la fisica y matematica. En esta segunda parte continuamos con las
diferentes definiciones de las ecuaciones diferenciales y las sustituciones para la su resoluciéon
de estas, contemplando inicialmente las ecuaciones de variables separables, homogéneas,
cuasihomogéneas, exactas, factor integrante, lineales, Bernoulli, Ricatti, Clairaut y las

aplicaciones de las mismas.

TIERELY:
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Moédulo 1

Definiciones y Conceptos

L1. Definicion: Si una ecuacion contiene las derivadas o diferenciales de una o mas
variables dependientes con respecto a una o mas variables independientes, se dice que
es una ecuacion diferencial.

L2. Definiciéon: Si la ecuacion contiene derivadas ordinarias de una o maéas variables
dependientes con respecto a una sola variable independiente, entonces la ecuacion se
dice que es una ecuacion diferencial ordinaria (E.D.O).

e Ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinarias:

1) 2%+3y=2

2) 3y"=2y"+y=0

3) (4xy —2y¥dx+ (x> +y3)dy =0
W 439 _ 2

4) dt+3dt—7t

d3 d? d
38X 4 2x222 4

x°—= —x— =sinx
5) dx3 dx? dx

L3. Definicion: Si la ecuacion contiene derivadas parciales de una o mas variables
dependientes con respecto a una o mas variable independiente, entonces la ecuacion se
dice que es una ecuacion en derivadas parciales.

e Ejemplos de ecuaciones en derivadas parciales:

1) 43Ty

ox ady
9%s ot

2) — =

dx dy 0x dy
3) 50 T oxz

0%u . 9%u

e H APy
4) dx? at?

5) Ve = Uyy + 204
L4. Definicion (orden): El orden de una ecuacion diferencial es la derivada de mayor

orden en la ecuacién, por ejemplo en las ecuaciones siguientes

1) 2 % +3y=2; es de primer orden ya que su mayor derivada es de primer orden

2) 3y"” —2y'"+ y = 0;es desegundo orden ya que su mayor derivada es de segundo orden
ou  9%u

3) 5 oz Ui oes de segundo orden

d3 d? d .
4) x3 Y 4 ox2Z22 _ xZ = sinx; es detercer orden.
dx3 dx? dx ’

5) 2yU") 4+ 5y —y' = cosx ; es de cuarto orden.
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6) (4xy — 2y?)dx + (x? + y?)dy = 0; es de primer orden.

Ls. Definicion (Grado): El grado de una ecuacioén diferencial es el exponente que abarca el
término del orden de la ecuacion diferencial. En los siguientes ejemplos observemos el
orden y el grado de las ecuaciones.

1) 2 Z—Z +3y =2 esdeprimer orden y primer grado.
3
2) 2 (Z—Z) +3y =2 esdeprimer orden y de tercer grado.

2.\ 3 5
3) 3 (%) — § (%) = cost esdesegundo orden y de tercer grado.

4) (¥'"N?=3(@")2+2(y")* =Inx es de tercer orden y de segundo grado.
1.6. Definicion (E.D.O Lineal): Una ecuacion diferencial ordinaria se dice que es lineal si

tiene la forma:

an () y™ +a, 1)y +a, () y™D 4t ay () Y+ a; () Y+ ag(x) y = f(x)

Donde los a,(x) y f(x) son funciones de la variable independiente y la variable dependiente y
sus derivadas son de grado uno. Si no cumple con estas condiciones entonces se dicen no
lineales.

Ejemplos:
1) 2 Z—z +3y=2 es lineal de primer orden

3
2) 2 (Z_z) +3y =2 no eslineal, pues es de grado 3

as d? d . .
3) x3 22 4 2x22 2 xZ —sinx  eslineal de tercer orden
dx3 dx? dx
as d? d . . .. . .
4) y 22 4 2x222 _xZ —sinx noes lineal, el coeficiente es de la variable dependiente.
dx3 dx? dx
as d? d . . " .
5 x3 EJ; + 2x2 d—xlz, — xé = siny no eslineal, la funcién f(x) es de variable y
a3 a2 ay\* . ) )
6) x3 24 2x222 — x(2) = sinx no es lineal una derivada es de gado 4
dx3 dx? dx

7) (y?+ 1)dx +xdy =0 no es lineal con respecto a la variable x, pero si es lineal con respecto a la

variable y.
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Solucién de una E.D.O: Se dice que una funcion f con dominio en un intervalo I es solucion

a una ecuacion diferencial en el intervalo I, si la funcidn satisface la ecuacién diferencial en

el intervalo 1.

Ejemplo (1): Demostrar que la familia de funciones y = C; cos 5x es solucion de la
ecuacion y"' + 25y =0

En efecto, derivando dos veces y = C; cos 5x

=y’ = —=5(; sin 5x

= y" = —25C; cos5x luego remplazamos esta expresion en la ecuacion y” + 25y = 0
= —25C,; cos 5x + 25(C; cos5x ) = —25C; cos 5x + 25C; cos 5x = 0 lo cual prueba que

es solucidn.

Ejemplo (2): Demostrar que y? = ¢;(x + %cl) es soluciéon dey = 2xy’ + y(y)?
Derivamos implicitamente la relacion:
= 2yy’' = ¢; luego despejamos y’

C1

=y = Y remplazamos en el miembro derecho de la ecuacion diferencial, esto es

2
_ C_1 C_1 . . . .
= y=2x (Zy) y (Zy) simplificando las expresiones y factorizando

2 2 1 1

y 2y y 4y 4y 4y y
C1 (x+%C1)

Entonces y = que es y% = ¢;(x + %cl) lo cual muestra una equivalencia y

satisface nuestra igualdad.

Ejemplo (3): Demostrar que x = yIn(cy) es solucion dey'(x +y) =y

Derivando implicitamente,
=1=y'In(cy) +y [CC—J;] simplificamos

=1=vy"In(cy) +y'

=1=y(n(cy)+1)=y' = luego remplazamos en la ecuacion diferencial

In(cy)+1°
1
In(cy)+1

yx+y)=y (x+y)=y; ademéas x = yln(cy), entonces
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1
In(cy)+1

(yIn(cy) + y) = y; factorizando por y

1
In(cy)+1

=y=Y

Por lo tanto verifica la igualdad y es entonces solucién de la ecuacion diferencial.

y(In(cy) +1) =y

Ejemplo (4): Demostrar que y = e~ foxetzdt +ce™*" essoluciéon dey’ +2xy =1

En efecto derivando la expresion y aplicamos el teorema fundamental del calculo,
X X
y' = —2xe™*’ f e’ dt + e (e*”) — 2xce™" = —2xe™*’ J et dt + 1 —2xce™"
0 0
Remplazamos en la ecuacion y' + 2xy = 1
X X
—2xe™*" f e’ dt + 1 — 2xce " + 2x |e™*’ j et“dt + ce‘le =1
0 0
X X
—2xe ™" f et dt + 1 — 2xce™*" + 2xe™*’ f et“dt + 2xce™" =1
0 0

=1=1

Lo cual completa la verificacion deseada.

Profesor: Edis Alberto Flores Pagina 7 de 62



Modulo Iy IT Apuntes del Curso de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

III. Problema de valor inicial.

Una ecuacion diferencial acompafnada de unas condiciones iniciales se le llama un problema de
valor inicial, con frecuencia es importante saber si un problema de valor inicial tiene solucion y
también deseamos saber si esta soluciébn es tunica, aunque no podamos conseguir
explicitamente la solucion, el siguiente teorema nos responde las inquietudes que acabamos de
plantear.

Teorema de Picard (1.1)

Sea R una region rectangular en el plano XY definida pora < x < b,c < y < d que contiene

al punto (xo, yo) en su interior. Si f(x,y) y Z—£ son continuas en R, entonces existe un intervalo I

con centro en xoy una unica funciéon y(x) definida en I que satisface el problema de valor

inicial y' = f(x,y), y(x0) = yo.

Ejemplo (5): Para la ecuacion diferencial y’ = x? + y?, se tiene que f(x,y) = x2+y? y

Z—f} = 2y son continuas en todo el plano XY, por lo tanto por cualquier punto (x,,y,) del plano

XY pasa unay solo una solucion de la ecuacion diferencial anterior. Es importante anotar que
para esta ecuacion diferencial es imposible hallar una solucién explicita o analitica, solo con

métodos numéricos se puede hallar la solucién.

1

Ejemplo (6): Para la ecuacion diferencial y’ = % consideremos f(x,y) = 32

y notemos que

2—5 =— % para el intervalo (x,, 0)del eje OX la funcion f(x,y) y su derivada parcial Z—f/ no es

continua en este intervalo. Notemos que la soluciéon y = 3/3(x + ¢,) solo pasa por un solo

punto de 0X para cada curva.
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Ejemplo (7): Para la ecuacion diferencial y’ = xy + e , consideremos la funcion
—y . . 1 0f _y .
f(x,y) = xy + e ysuderivada parcial 3y = X e son continuas con respecto a x € y en

todos los puntos del plano X0Y. Segiin el teorema de existencia y unicidad, la regiéon R en que

la ecuacion dada tiene solucién tnica es todo el plano X0Y.
. . ., . . r E 3 2 . ., _ E 3 2
Ejemplo (8): Para la ecuacion diferencial y’ = VY, consideramos la funcion f(x,y) = > Y

es una funcion definida y continua en todo los puntos del plano X0Y. La derivada parcial

Z—J; = % no esta definida para y = 0, es decir sobre la region 0X infringe la condicion. Por

siguiente es posible que no haya unicidad en los puntos del eje 0X. Es facil comprobar que

x+c)3 .y .y , ., ..
= &9 o5 solucion de la ecuacion y ademas y = 0 es solucion trivial de esta. Luego notemos

que existen al menos dos soluciones e infringen la unicidad.

IV. Clases de Soluciones de una Ecuacion diferencial

Si todas las soluciones de la ecuacion diferencial F (x, Y, ¥, y(")) = 0 en un intervalo pueden
obtenerse de G(x,y, ¢y, cy), con ¢; € R (pardmetros), mediante valores apropiados de c;,
entonces a G(x,y, ¢y, -+ ¢,) se le llama la solucion general. Si la solucién no contiene los
parametros c; se le llama la solucion particular, es decir que la solucion particular es generada
por valores de los parametros c;. Por otro lado, una solucion que no pueda obtenerse a partir
de la solucion general se le llama solucién singular.

Observacién: notaremos que para una ecuacion lineal de orden n, la solucién general tendra
también n parametro, asi la ecuacion diferencial y” —y’ — 20y = 0 de segundo orden tiene

como solucidén general y = c,e + c,e™* .
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Bajo condiciones iniciales y(0) = 1;y'(0) =2 también podemos obtener una solucion
particular y, = 2e°* +2e~** dela general. Sin embargo en algunas ecuaciones diferenciales

como xy' — 4y = 0 tiene como solucién general y = Cx* y para C = 1 la solucién particular

x* para x=0

y =x*,pero f(x)= es una solucioén singular ya que no la podemos obtener
4
—x* para x <0

de la solucion general.
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Ejercicios

Propuestos

Ejercicios (1)

e C(lasifique cada ecuacion diferencial segin su orden, grado y si es lineal o no. Senale la

funcion desconocida y la variable independiente.

) y"-5xy'=e"+1

]

NN

Orden:
Grado:

Funci6én desconocida o variable dependiente:

Variable independiente:
Lineal Si[] No []

2) (1-x)y"—4xy'+5y = Cos x

]

NN NN

3) YW+2

=

NN N

d2y
t] —2=
4) (dtz

NN ER NN

Orden:

Grado:

Funcién desconocida o variable dependiente:
Variable independiente:

Lineal Si [] No []

y=1+x°

Orden:

Grado:

Funcion desconocida o variable dependiente:

Variable independiente:

Lineal Si [ No []
2 dy 42
+1 E—Sent-\ﬁ—t ~t+1
Orden:
Grado:

Funciéon desconocida o variable dependiente:
Variable independiente:
Lineal Si [ No []

Profesor: Edis Alberto Flores
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2
Z.E_Fst.ﬂzs

s
2 ds® ds

Orden:
Grado:
Funcién desconocida o variable dependiente:

Variable independiente:
Lineal Si [ No []

2
6) ﬂ: 1+(OI yJ

NN NENNER N

dx dx?

Orden:
Grado:
Funcién desconocida o variable dependiente:

Variable independiente:
Lineal Si [] No []

NN NERN|

d?x

o Y

7)Y
M Orden:
M Grado:
M Funcién desconocida o variable dependiente:
|
|

Variable independiente:
Lineal Si [ No []

8) x*yW_x?y"+4xy' -3y =0

Orden:
Grado:
Funcién desconocida o variable dependiente:

Variable independiente:
Lineal Si [ No []

d’y dyj4
— 2221 +y=0
9 X X (dx y

NN NAFN

M Orden:
M Grado:
M Funcién desconocida o variable dependiente:

M Variable independiente:

Profesor: Edis Alberto Flores
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M Lineal Si [] No []

10) (1— yz)dx+ xdy=0

Orden:
M Grado:__
M Funcién desconocida o variable dependiente:
M Variable independiente:
M Lineal Si [ No [ (respecto a la variable x y respecto a la variable y)

Ejercicios (2):

e Aplicando el teorema de existencia y unicidad, determine la regién donde las siguientes

ecuaciones diferenciales admiten solucién tnica.
)y =y+33y

)y = x?—y—x

DY =—

4)y' ' =1-—coty

P_X
5)y—y

6)y' =x—y
Ny =41-y?

8) y' =siny —cosx

Ejercicios (3):

e Verificar en los siguientes ejercicios que las funciones o relaciones dadas son soluciones

de las ecuaciones diferenciales indicadas

sin x ./
) y=— es solucion de xy' +y = cosx

— -2 1 i A ! —
2) y=ce **+2e* es solucion de y'+2y—e* =0

3) y=2+cVl+x%2 es solucion de (1—x2)y’ +xy =2x

arcsin cx

4) y=e es solucion de xy' = ytan(Iny)

5 y=e* foxetzdt + ce* es solucion de y' —y = ex+x’
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6) y=x(fex—xdx+c) es solucion de xy' —y = xe*

X =cost

7) es solucion paramétrica dex +yy' =0
y =sint

8) eV —cx =1 essolucionde xy'+ 1 =e”Y

9) Siy’ —x,[y = 0 demostrar que:

x? 2
a) y= (T + c) es solucén general

2
b) Sic = 0 mostrar que y = x: es solucion particular.

¢) Explicar porque y = 0 es solucion singular.

10) Siy’ = y? — 1, demostrar que:

2x

a) y= 1+ce” s solucén general
Y = 1cex g )
b) Explicar porque y = —1 es solucién singular.
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Moédulo IT

I. Definicién: Una ecuacién diferencial de primer orden es de la forma :

dy B
==y

También podemos escribirla en su forma canonica, si consideramos

_ My dy My _
flx,y) = Ner) Entonces = NGy = M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

En la resolucion de este tipo de ecuaciones podemos apreciar varios métodos que se
asocian segun el tipo de ecuacion. Iniciaremos con el primer método denominado

“variable separable”.

1.1. Ecuaciones de variables separables

< oy ., d . . .
Definicion: Una ecuacion ﬁ = f(x,y) se dice de variables separables si,

f(x,y) la podemos escribir de la forma f(x,y) = h(x).k(y).
En efecto, si % = f(x,y) = h(x).k(x) entonces % = h(x).k(y)

= % = h(x)dx vy siconsideramos la sustitucion k(y) = ﬁ entonces

= g(y)dy = h(x)dx integrando ambos lados

= fg(y)dy =fh(x)dx

= G(y)+ ¢, = H(x)+ ¢, si hacemosc, —c; = C setiene que:

= G(y) = H(x) + C.

d _
Ejemplo (1): Resuelva la ecuacion d_ic} = ezx 3y

d _ . . d
En efecto d—z = e2¥73Y separamos las variables por la propiedad de los exponentes d—z

_ d e?x )
e?¥e ¥ = d—z == == e?*dx, integrado en ambos lados

= fe3ydy= fezxdx
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= 1e33’ =1e2x +C
3 2

= 2e% =3e?* + (C, donde C, = 6C.

. ., d 1
Ejemplo (2): Resolver la ecuacion d—y = con valores y(1) ==

x  4(x2+1) 4

Solucion: separamos variable = 4dt integrado en ambos lados

dx
(x2+1)
_[ dx j 4d
el _—
G2 +1) Y
= arctanx = 4y + C determinando C
= arctan(1) = 4 (%) +c

= %=n+C donde se obtiene C = —%ﬂ

. . . 1
Finalmente la solucion particulares: y = " arctan x — %T[.

Ejercicios propuestos (1)

i. Resuelva las siguientes ecuaciones por separacion de variable.

Ejercicio 1. (4y + yz?) dy — (22 + zy?)dx =0
Ejercicio 2. i +y?senz =0

Ejercicio 3. 3e*tany dz + (2 — e*) sec? ydy = 0

o

Ejercicio 4. y'senz =ylny, siy(§) =e

dy xy+3r—y—3

Ejercicio 5. — -
dr xy—2x +4y — 8

Ejercicio 6. 2%y =y — zy, siy(—1) = -1
(Rta. Inly|=—-2—In|z|-1)

& 7
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dy . - - : -
oY= —9 que pase por los puntos:

¢) (3:1)

Ejercicio 7. 2

a) (0,0), b) (0,3

Ejercicio 8. Se suministran bacterias como alimento a una poblacion
de protozoarios a una razén constante p. Se ha observado que las bacterias
son devoradas a una tasa proporcional al cuadrado de su cantidad. Si ¢(t) es
la cantidad de bacterias en el instante ¢, hallar la E.D.; determinar ¢(¢) en
funcion de ¢(0); ;jcuél es la concentracién de equilibrio de las bacterias, es
decir, cuando ¢(t) =0 ?

(Rta.: EEVE) _ VE+VEAD) o/t
VE—Vke(t) VE—Vke(0)

; concentracién de equilibrio ¢ = /%)

. T s R - s S ,dy 0), _— £
Ejercicio 9. Resolver por variables separables: a [lz - Zy] =zy3 en
y=a yz=20.

1.2. Ecuaciones diferenciales Homogéneas
1.2.1. Funciones homogéneas.
Definicion: una funcion f(x, y) se dice que es homogénea de grado n si existe un
t € Rtal que f(tx, ty) =t"f(x,y)

Ejemplo (3) Determine si la funcién f(x,y) = 2x2 + xy + y? es homogénea y el grado de la
misma.

Solucion: en efecto consideremos f (tx, ty) = 2(tx)? + (xt) (yt) + (yt)?
= 2t2x?% + t%(xy) + t?y = factorizando por t?

= t2 (2x? + xy + y?) = t2f(x,y), entonces f(x,y) es homogénea de grado 2

Ejemplo (4) Determine si la funcién f(x,y) = xy — y? + 1 es homogénea y el grado de la

misma.

Solucion:

fltx, ty) = (tx)(ty) — (ty)?+1 = t?xy —t?y2+1=>t2 (xy —y) + 1 # f(x,y)

Entonces f(x, y) no les homogénea.
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Definicion: Una ecuacién de la forma M (x, y)dx + N(x, y)dy = 0 es homogénea si tanto

M(x,y) y N(x,y) son homogéneas del mismo grado. Es decir si:

M(tx, ty) =t" M(x,y) y N(tx,ty) =t" N(x,y)

Método de Solucién

Dada la ecuacion M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 donde M(x,y) y N(x,y) son funciones
homogéneas del mismo grado; mediante la sustitucion y =ux 6 x =vy (dondeuy v son
nuevas variables dependientes), puede transformarse en una ecuacion diferencial de variable

separable.

Demostracion: Sea la ecuacion M(x, y)dx + N(x,y)dy = 0 donde M(x,y) y N(x,y) son

funciones homogéneas del mismo grado, luego hacemos la sustitucion

du

d du 4 ~_y
2 =2 -y +x=, ademas escribimos
dx dx dx

y = ux,y derivamos con respectoax y' =u +x

_ Mxy)
N(xy)

.y . d .
nuestra ecuacion en forma de cociente, ﬁ = y sustituyendo

ua du M(x, ux)
WX T N(x,ux)

N du ng(ll u) h ;
- —_— —_———
u X dx an(l’ u) por ser nomogenea

b2 M(1,u)
= =
YT T TN
du M(1,u) du M(1,u) —uN(,u) l "
=X o= =D X— = —
g dx N(1,u) u x dx N(1,u) ,luego separamos variole
dx N(1,u) p N o,
- — = —
X = MO +uN@w Y finalmente agrupamos e integramos

J‘dx N N(1,u) p 0
* J— =
X MLw) +uN@u) ™

Otro resultado se obtiene cuando hacemos la sustitucion x = vy

dy M(v,1) _
*f7+fN(v,1)+vM(v,1)dv_ 0
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Observacion: Si la estructura algebraica de N es mas sencilla que la de M, entonces es
conveniente usar la sustitucion y = ux. Si es lo contrario usaremos la sustitucion x = vy.
También podemos usar el resultado final de la formulacion en algunas ocasiones, es decir la
expresion para la sustitucion y = ux y x = vy respectivamente.

jdx+ VAW ymg 6 b fdy+f Mo D =0
x M(Lw) +uN(Lu) =" 0 ben y N(v,1) + vM(v,1) vE

Ejemplo (5) Resolver la ecuacién diferencial (x + ye¥) dx — xe%dy =0, con y(1) = 0, usando

los dos métodos y compare su respuesta.

Solucién:
(z + yex)dr — zex dy =0 donde

homogénea de orden 1 homogénea de orden 1
:\[(;p, y) =T+ y(¥ y “7\,.-(‘1,‘. U) _ —;1?(’%

La sustitucién mas sencilla es: y = uzx, por tanto dy = udzx + x du
Sustituyendo en la E.D.

(z +uxe= )dr —ze= (uder +xdu) =0
0 sea que

rdr — x%¢"du =0

9 . . /
luego xdxr = x“e" du, separando variables y considerando = # 0, obte-
nemos,
dx
—=e"du=>Inz=¢€"+C
T

Por lo tanto la solucién general es

Yy
er +C

Inz =
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Para hallar la solucién particular que pasa por el punto y(1) = 0, susti-
tuimos en la solucién general y obtenemos:

Inl=eT+C = 0=1+C dedonde C = —1

Por lo tanto.
y
Inz=ez—1

es la solucién particular

Solucién usando la féormula: Como hacemos la sustitucion

y = ux tenemos que u = e , entonces
X

jdx+ N(1,u) du=0
X M(1,u) +uN(1,u) v=

Donde M(x,y) = x + ye% y N(x,y) = —xex luego

M(1,u)=1+ue* y N(1,u) =—e* Remplazando
fdx+f —e” du =0
x 1+ ue* +u(—e%) u=
fdx+f e du =0
x 1+ ue* —u(e%) u=
dx —et
f— +f du=20
X 1

dx
f——feuduzo
x

In|x| — e* = ¢ remplazamosa u = %

Yy
In|x| — ex = ¢ y para el valor inicial
Inl—e’=¢c =c=-1
Y la solucién particular In|x| —e* = —1

Que resulta la respuesta anterior.
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Ejercicios propuestos (2): Resolver los siguientes ejercicios por el método de las homogéneas, 6

convertirla en homogéneas y resolver segin sea el caso.

Ejercicio 1. (y + zcot ) dz —xdy = 0.

Ejercicio 2. (z + /¥ dy =y ,cony(l) =

(Rta.: Iny| +2,/%==0)

Ejercicio 3. (z —ycos¥) dz + zcosdy = 0.

Ejercicio 4. (2% — 2y?)dz + zydy = 0.
(Rta.: z=C(1— (¥)?)3)

Ejercicio 5. zy' =y + 2ze= .
Ejercicio 6. (z + y®) dx + (3y° — 3yz) dy = 0, (Ayuda: hacer z = 2%).

Ejercicio 7. 2(z%y + v/1 + 2%y?) dz + 23 dy = 0, (Ayuda: hacer y = 2%).
(Rta.: z'(14-2Cy) = C?)

Ejercicio 8. ycosxzdzr + (2y — senz)dy = 0, (Ayuda: hacer u = senz).

Ejercicio 9. y(ln +1)dz —zInLdy =0.

(Rta.: In|a |——ln |“|—-C’)
Ejercicio 10. &% = os(-‘{) L
(Rta.: sec(¥) + tan( Yo=iClr)

Ejercicio 11. Hallar la solucién particular de la E.D.
yr’dr — (2* + y*)dy = 0,

donde y(0) =1
(Rta.: In[y| = 5(£)*)
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1.3.Ecuaciones diferenciales Cuasihomogéneas

Estudiaremos las ecuaciones de la forma:

dy (ax+bx+c>

Y flax+by+0
dx_fax YT Y e T \ax+By+cC

1.3.1. Ecuaciones de la forma Z—z = f(ax+ by +¢)

Para este tipo de ecuaciones haremos la sustitucion z = ax + by + ¢ para convertirla en

una ecuacion diferencial de variable separable.

P az _ LA ; y _1(dz _ .
En efectosi z=ax + by + ¢ = _—=a+b_—,si despejamos a dx—b(dx a), remplazamos:
1/dz
pla—9) =@
dz
P b f(z) + a separamos varibles
dz — dx int
NiOrTE x integramos
f dz _J‘d
bf(z)+a x
fdz —x+ to le sustituimos z = ax + by +
bf(z)+a_x c y a esto le sustituimos z = ax + by + ¢

Ejemplo (6): Resolver la ecuacion diferencial Z—z =(-5x+y)*>—4

Solucidn: consideremos la sustituciéon z = —5x + y entonces su derivada con respecto a x es:

2 _ 5 W Wy titui laE.D
—_ _— = — = —_— .
Ix P Ix 7, Luego sustituimos en la

dz

—+5=(2)?%*—-4

dx

dz

— =22 -9 separando las varibles

dx
Z 9
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= x + ¢ por fracciones parciales

dz
f (z=3)(z+3)

[+ oz =+
7—3 T z43/¥TATC

Para el valor de A, tenemos A = i ,conz=3 =DA= % y para el valor de B en forma

anéloga8=$ , con z = -3 :B:—%portanto:
1 _1
6 6
d dz =
fz—3 Z+fz+3 Z=x+cC

1f oy 1f 1
7—3776) 7434 TXTC

6
| ot [ ae] = x+
6l z—3% " ) z43%|7=*T¢

%[ln(z—3)—ln(z+3)]=x+c

[In(z—3)—In(z+3) ] = 6x + 6¢

z—3
In = 6x + C; aplicamos exponenciales en ambos lados
z+3
z—3 z—3
— pb6x+Cq = Ceb*
z+3 ¢ z+3 ¢
z—3 = (z+3)Ce® despejando z
_3(Ce6x+1) ] N
Z=—"oex YTemplazamos z = x+y
S+ _3(Ce6x+1) nal .
x+y= 1 Cob y finalmente
3(Ce®* +1)

y =5x+ 1 Cotx
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Ejercicios propuestos (3): Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales usando la

. .y dz _
sustitucion adecuada. [ - o =Xt
Ejercicio (1) Z—z =(x+y+1)2
Ejercicio (2) Z—z = tan?(x + y)

D dy _ —
Ejercicio (3) = 2+.Jy—2x+3
.. dy _ 1-x-y
Ejercicio (4) == xy
. . . dy .
Ejercicio (5) = sin(x + y)

Ejercicio (6) & =1 4 e¥=*+5

dx
Ejercicio (7) z—i’ = cos(x +y) con y(0) =%
dy _  3x+2y

Ejercicio (8) cony(—1) = -1

dx 3x+2y+2

. d ax+bx+c
1.3.2. Ecuaciones de la forma: = = f (—)
dx Ax+By+C

Para esta ecuacion estudiaremos dos casos.
I. caso: Siax+by+c=0 y Ax+ By + C =0 sonparalelas

Entonces sus pendientes son iguales m; = m, estoessi:

:gzgzkzgzk y §:k=>A=kay B = kb entonces:

—-A
—_—=s— =
B

S| Q
SEES

dy (ax+bx+c>_ ( ax +bx +c )_( ax + bx +c )
dx ’\Ax+By+C/) ’ \kax+kby+C/ \klax+by]l+C

Por lo tanto podemos usar la sustitucion z = ax + by y procedemos de la misma forma del
@v_1 (d_Z

= - a) entonces
dx b \dx

. dz a
caso1.3.1.,esdecir == q + b2 =
dx dx

1(dz )_ (z+c> P abl
o\~ @ =f w7+ ) Separando variables

dz

fhf(z+c)+a

kz+C

=x+c
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II. caso: Siax+ by+c=0 y Ax+ By + C = 0 sonincidentes.
Supongamos que su interseccion es el punto P,(h, k), entonces con la sustitucion

x=X+h y y=Y+k (unatraslacién al origen), nuestra ecuacion se transforma en una
ecuacion diferencial homogénea.

ax+bx+c)

En efecto, derivando y sustituyendo en o f (
dx Ax+By+C

dx=dX y dy=dY

=>dX_ (a(X+h)+b(Y+k)+c>_ <aX+bY+c+(ah+bk)>

dy AX+h) +B(Y +k)+C AX + BY + C + (Ah + Bk)

Podemos comprobar facilmente que (ah + bk) = —c y (Ah + Bk) = —C, de esto resulta:

ax (aX + bY)
dy 7 \AX + BY
Que es una ecuacion diferencial homogénea de primer orden.
Ejemplo (7): Resolver la ecuacion diferencial (x —y + 1)dx + (x + 2y — 5)dy = 0
Solucion: en primer lugar determinemos los valores de h y k resolviendo el sistema lineal,
h—k+1=0
=>h=1y k=2

h+2k—-5=0

Luego hacemos la sustituciéon x =X +1 y y =Y + 2 la cual nos transforma nuestra ecuacion
en:

X-Y)dX+ X +2Y)dY =0

Claramente es una ecuacion diferencial homogénea de grado 1, para la solucién usaremos la
forma simplificada, es decir hacemos la sustitucién Y = uX, lo que conduce a la formulacion:

f ax N(1,u) =0

X "I M@uwrun@w T

*Recordemos hemos transformado nuestra ecuacién en homogénea para las variables X
e Y, por lo tanto debemos considerar al final en retomar las variables x e y.

Por otro lado tenemos que

MX,Y)=X-Y =MLu=1-u y NXY)=X+2Y=N1,u)=1+2u
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=>de+J‘ 1+ 2u du =
X 1—u+u(l+2u) u

1|X|+f 1t2u - ¢
e =
n 1—u+u+2u? u
1|X|+]1+2ud c
e =
n 1+ 2u? u

=>1|X|+j du +2j ¢ du=C
n 1+ 2u? 1+2:2 %Y

1|X|+j du +2f ¢ d
N _
n 1+ 2u? 1+222% 7

Integrando por sustituciéon en ambos casos

[hacemos a =2 u paralaprimeraintegral y w =1+ 2u? parala segunda]

da)
w

= In|X]| + =C

1 1
= In|X| + —arctan a + 3 In(w) =C

V2
= In|X| + ?arctan(\/f u) + %ln(l + 2u?) = C ; remplazando por u
= 21In|X| + V2 arctan(v2 u) + In(1 + 2u?) = 2C ; multiplicando por 2

= In|X?| + V2 arctan(v2 u) + In(1 + 2u?) = 2C ; aplicado propiedades de In x

Y X? +2v? Y
= In|X?| + V2 arctan (\/i }> +In (T) = C,; remplazando poru = ¥

X? +2Y? Y

= In [XZ . (T)l ++/2 arctan (\/i }> = Cy; simplificando
Y

= In(X? + 2Y?) + V2 arctan (\/E }> = Cy; finalmentepaaX =x—1y Y=y —2

= In[(x — 1)% + 2(y — 2)?] + V2 arctan (\/_ Y- i) Co
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Ejercicios propuestos (4): Resolver los siguientes ejercicios por el método de las

cuasihomogéneas.

1. (t—y+1l)de+(x+2y—5)dy=20
d

2(E+y+1P =C*y—1z+3))

(x —2y+4)de+ 2z —y+2)dy=0
(Rta.: (z+y—2)*=C%*z—-y+2))
(
(

[ {

r+y+1)de+ (2r+2y—1)dy=0
Rta:4—2—-2y=3In|2—z—y|+C)

Rta.: C % =2(z+ 1)y =3) %+ (41> — (y—3)?

r—y—5)dr — (x+y—1)dy=0

(
(
6. (r+y—2)dr+(r—y+4)dy=0
(
(2
(Rta.: €2 =5 —3)° —2y4-2)(#—3)—(g+ 2%

8. 2z +y)dx — (4z+2y—1)dy =0
(Rta.: z =22z +y) — 5t —In[5(2z +y) — 2| + O)
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1.4. Ecuaciones diferenciales Exactas:

Concepto de exactitud

Siz = f(x,y), entonces

af of
z = adx +@dy

es la diferencial total de y f; pero si consideramos z = ¢ = f(x,y) (la familia de curvas

uniparamétricas en el plano XY), entonces

Definicion: La forma diferencial M(x,y)dx + N(x,y)dy es una diferencial exacta en una

region R del plano XY, si corresponde a la diferencial total de alguna funcion f(x, y).

La ecuacion M (x,y)dx + N(x, y)dy = 0, es exacta si es la diferencial total de alguna funcion

fl,y) =c.

Teorema: (Criterio para ecuaciones diferenciales exactas)

Si M(x,y) y N(x,y) son continuas y tienen derivadas parciales de primer orden continuas
en una region R del plano XY, entonces la condicion necesaria y suficiente para que la

forma diferencial
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0
sea un diferencial exacta es que:

oM _ON
dy  0x
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Demostracion:

En efecto, como M(x,y)dx + N(x,y)dy es una diferencial exacta, entonces existe una

funcion f(x, y) tal que:

of of
M(x,y)dx + N(x,y)dy = adx + @dy =df(x,y)

luego, igualando términos

G d
M(x,y) =£ y Nx,y) = %

Si derivamos en ambos lados una de las expresiones, por ejemplo M (x, y)

a_y;j(%)_ o f  9*f _0(%)2(3_1\1

dy  dy  dydx 0xdy = Ox dx

La igualdad entre las derivadas cruzadas se produce porque M y N son continuas con

respecto a las derivadas de primer orden.

Método de Solucion de las ecuaciones diferenciales exactas

i.  Comprobaremos en primer lugar que:
oM 0N
dy  0x
ii.  Estoimplica que existe una funciéon f(x,y) = ¢ tal que
af

9
M(x,y) =£ y N(x,y) = 3y

iii. ~ Consideremos una de las dos expresiones para determinar nuestra funcién
f(x,y) = c, integrando respecto a x 6 bien respecto a y segin sea la igualdad que

escojamos. Usemos la primera para determinar la funcion f(x,y) = ¢

0
me=£

fafszax
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fGy) = f M(x,y)dx + g(y)

iv.  Derivamos con respecto a y

of @

5y = @f M(x,y)dx + g'(y) = N(x,y)

d
IO =Ny -5 f M(x, y)dx)

v.  Finalmente integramos con respecto a y
Ejemplo (8): Resolver la siguiente ecuacion diferencial
2xy? + ye*)dx + 2x*y+e*—1)dy =0
Solucioén: verifiquemos la condicion de exactitud

aM_4 N . _ON
dy VT = 9x

Entonces existe una funcion f(x, y) = c tal que:

0 0
£= M(x,y) y %= N(x,y)

= fCoy) = [ MCoydx+90) = [(2xy* + yeyax + 90»)

= f(x,y) = Zyzfxdx+yfe"dx+g(y) = x*y* +ye* + g(y)

= f,y) = x*y*+ye* +g(y) =c

Luego para determinar la funcién g(y) , derivamos con respecto a y e igualamos a la funciéon

N(x,y)

of (x,y)
dy

=2x’y+e*+g'(y) =2x%*y+e* -1
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De esto tenemos que:
g =-1

Integrando:

90) = [ ax =—x+c

Finalmente remplazamos y sumamos las constantes ¢ + ¢, = ¢;

fly)= x*y*+ye* —x=¢
Ejemplo (9) Determine el valor de b para que la ecuacion diferencial
(xy? + bx?y)dx + (x® + x?y)dy = 0 sea exacta y resuelva dicha ecuacion.

Solucién: para que sea exacta debe cumplir,

oM 9N
dy  0x
d(xy? + bx?%y) , 0(x® +x%y) 2
= 5 = 2xy + bx? = oy X tZxy
=b=3

Comprobemos al resolver (xy? + 3x2y)dx + (x3 + x2y)dy = 0
flx,y) = f(x3 + x%2y)dy + h(x) = x3 f dy + xzfydy + h(x)

fGoy) =x%y + - x?y? +h(x) = c

Derivando la funcion respecto a x

of (x,y)

Fra 3x%y + xy? + h'(x) = xy? + 3x%y

=h'(x)=0 = h(x)=¢
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= f(x,y) = x3y+%x2y2 = ¢

Ejercicios propuestos (5): Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales por el método de las

exactas.

Ejercicio 1. Resolver la siguiente E.D. por el método de las exactas :
(tanx — senzseny)dr + coszcosy dy = 0.
(Rta.: f(z,y) = coszseny — In|cosz| = C)
Ejercicio 2. Resolver la siguiente E.D. por el método de las exactas:
(4 cosz — 3zy — 2z) dz + (2ysenz — z° + Iny)dy = 0, con y(0) = e.
(Rta.: f(x,y) = y?senx — 2%y — 2> + y(lIny — 1) = 0)

Ejercicio 3. Determinar la funcion M (z, y) de tal manera que la siguente
E.D.O sea exacta:

M(z,y)dz + (.r.e’y + 2zy + l) dy =0
T

(Rta.: M(z,y) = .—;—yQGI(I +1)+42 - = + g(x))

Ejercicio 4. Determinar la funcion N(z,y) para que la siguniente E.D.
sea exacta:
i

(y%f% - — ) dr + N(z,y)dy =0

24y

(Rta.: N(z,y) = I%y'% + %(IQ +y) ' +g(y)

Ejercicio 5. Resolver por el método de las exactas la siguiente E.D.:
(2zy® +ye®)dz + 227y + € — 1)dy = 0

(Rta.: f(z,y) =y(z?y+e*—1)=C)
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Ejercicio 6. Resolver por el método de las exactas la sigmiente E.D.:
(2x — ysenzxy — 5y*) do — (20xy® + rsenzy)dy =0

(Rta.: f(z,y) = z° + cos(zy) — by'z = C)

Ejercicio 7. Resolver por el método de las exactas la sigmente E.D.:

(senzy + xy cos zy) dr + (x2 cos zy) dy = 0

(Rta.: f(z,y) = zsen(zy) =C)

Ejercicio 8. Resolver por el método de las exactas la siguiente E.D.:

(ye™ + 4y®) dzx + (ze™ + 122y — 2y) dy = 0, con y(0) = 2

(Rta.: f(z,y) = e™ + 4xy® — 3* = —3)

Ejercicio 9. Resolver por el método de las exactas la sigmiente E.D.:

(1 — senztany)dx + coszsec’ ydy =0

(Rta.: f(z,y) =cosztany +x = C)
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1.5. Factor Integrante:

En ocasiones las ecuaciones diferenciales M(x,y)dx + N(x, y)dy = 0 no son exactas, pero
podemos multiplicarla por una funciéon u(x, y) de forma tal que se transforma en exacta.

A esta funcion la denominamos “factor integrante”

Teorema

Sea M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 y u(x,y) un factor integrante, con M(x,y), N(x,y)
y u(x,y) continuas y con primeras derivadas parciales continuas, entonces

6M JdN du B Mdu
d0x dx - dy

Demostracion

Sea u(x,y)talque uM dx +uN dy =0 esexactay u, M, N tienen primeras derivadas
parciales continuas, entonces:

d(uM)  9(uN)
dy Ox

u-aM_I_M-a,u_u-aN_l_N-a,u
dy dy  0x 0x

u-oM ,u-aN_N-ay M -0ou

dy ax  ox 9y
[aM aN] [N au M- 0ou
0x dy
aM aN au M a,u]
(’)x N gy Ycomo
dy __M(x)
dx N(x,y)
oM 0N ou dy 0 d d
N L B L
ax dx dy dx dy

Ahora si consideramos determinar la funcion u(x,y), cuando depende solo de la variable x
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aM oN du

dx dx
oM 0N
d oM _ 9
au _ dy 0x da
U N
aM aN
J-12
[OM oN

ln/,t=f

amM_an
pu(x) = ef(ay ax)

N dx

En forma analoga obtenemos para cuando solo dependen de la variable y

aM aN du
—_— e M_
dy

f@—ﬂ;—z—:)

uiy)=el—-m ¥

Ejemplo (10) Resuelva la siguiente ecuacion diferencial por factor integrante.

(2xy? = 2y)dx + (3x%y —4x)dy = 0

Solucién:
oM 0(2xy* —2y) _ . 5. ON 0(3x%y —4x) _ . A
dy dy - Y " ox ox B

no es exacta

oM 6N_4 2—(6 4) = 2xy +2 =2( +1)
dy  ox xy xy = —axy = xy
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(6_M_6_N) 2(—xy+1) 2(—xy+1)
0y 3x)y, 2By

uly) = ef M W = e —(2xy?-2y) Y = e’ 2y(—xy+1)

fd_y
ll(y):e y :elnyzy
Luego multiplicamos por este factor nuestra ecuacion
y(2xy? — 2y)dx + y(3x?%y —4x)dy = 0
(2xy3 — 2y?)dx + (3x?y? — 4xy)dy = 0
Verificamos su exactitud
oOM; 90N,
dy  ox
0(2xy3 — 2y?)
dy

0(3x%y? — 4xy)
0x

= 6xy2 — 4y =
= f(oy) = [ @y~ 2ydx + 1) = ¢

= flxy) = 2y3fxdx—2y2fdx+h(y) =c

= f(x,y) = x%y3 —=2xy? + h(y) =c
Derivando respecto a y

o

5y = 3P Ay H I (0) = N(xy) = 3x%y? - dxy

De esto tenemos que h'(y) = 0 = h(y) = ¢; y finalmente

= f(x,y) = x%y* = 2xy® = ¢,
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Ejercicios propuestos (6):

En los siguientes ejercicios, hallar el factor integrante y resolver por el
método de las exactas:

Ejercicio 1. (cos(2y) — senx) dz — 2 tan xsen (2y) dy = 0.

(Rta.: senzcos(2y) + 3 cos’z = C)

Ejercicio 2. (3zy® + 4y) dx + (3z%y* + 2x) dy = 0.
(Rta.: f(z,y) = zy° + 22°y = C)

Ejercicio 3. ZIylnydl + z° +y \/ y? +
(Rta.: f(z,y) =2 Iny + +(y° +1) = C)

Ejercicio 4. (2wz? — 2z2) dw + (3w?z — 4w) dz = 0.
(Rta.: w?z® — 22%w = C)

Ejercicio 5. e*dx + (¢" coty + 2y cscy)dy =0
(Rta.: f(z,y) = e*seny +y> =C)

Ejercicio 6. xdy + ydr = (2 + 322y + 3zy?® + *)(dx + dy).
(Rta.: zy = (.r +y)t+C)

Ejercicio 7. zdy — ydzr = (22% + 3y*)*(2zdx + 3ydy).
(Rta.: \/7tan \/; 3) %(21 +8y2)2 +0)

Ejercxcw 8. ydzr + (2x — ye¥) dy = 0.
(Rta.: y’z — y’e? + 2ye¥ — 2¢¥ = C)

Ejercicio 9. (zy — 1)dx + (1 — zy)dy = 0.
(Rta.: f(r,y) =zy — In|z| — y—l. =0)

Ejercicio 10. ydz + (z%y — z)dy = 0.
(Rta.: f(z,y) =—-2+%=0C)
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1.6.Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden

Definicién Una ecuacion de la forma a, (x) Z—z + ay(x)y = g(x) se dice lineal de primer orden,

donde a; ;i = 0,1, son funciones de la variable independiente.

Esta ecuacion puede presentarse también en forma estandar como:

d_y + P(X)y = f(x) donde P(x) = zo—(x) f(X) — 51((3;))

dx
Factor integrante para las ecuaciones lineales de primer orden

Consideremos la ecuacion z—z + P(x)y = f(x) ylaescribimos de la forma

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0, es decir:
= —[f(x) — P(x)yldx + dy = 0
= [P(x)y — f(x)]dx + dy = 0, calculemos el factor integrante

GM_P()_GN_O
dy 0 ax T

)

px) =el” N ¥ =elPMax (F )

Multiplicando por este factor nuestra ecuacion original
dy
d_ + efP(x)de(x)y — efP(x)dxf(x)

X

Notemos que el miembro izquierdo es la derivada del producto de la variable y por el factor
integrante (F.I.).

d(y.efP(x)dX)
-

e P(x)dx % + efP(x)dxp(x)y — efP(x)dxf(x)

d(y . efP(X)dX)
dx

— efP(x)dxf(x)

d(y - el PDax) = o PO £ (x) dx

Integrando en ambos lados
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fd(y el PIAx) = f e PO £(x)dx + ¢

y- el P = fefp(x)dxf(x) dx + ¢

Es la solucion general de las ecuaciones lineales respecto a la variable x, pero pueden ser
también dadas con respecto a la variable y, es decir

- el POIAY — f eI PO)DY £(y) dy + ¢

Ejemplo (11) Resuelva la siguiente ecuacion diferencial lineal

d
(6—2xy)ﬁ+y2 =0

2
Solucién: llevemos a la ecuacién en su forma estandar es de01r -+ 7= yz == = 0 notemos que no

es lineal con respecto a la variable x, pero si con respecto a la Varlable y

dx 6—2xy
— 4 —
dy  y?
dx 6 ny dx 6 2x dx 2x 6
- 7 - — - = - =
dy " y2 y? dy y* 'y dy 'y y?
dx 2 2
= ———x=—-6y" % luegocomoP(y)=—— ; f(y)=—-6y~2
oy y g y y fQy y

Entonces x e/ PO = [l PDW £(y) dy + ¢

o (W o (W
x-e 20y =fe 215 (—6y~2)dy+c

x-e?V =—6 [ 72"V (y~2)dy + ¢

o<
v 5

y~2)dy + ¢
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que es la solucién general.
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Ejercicios propuestos (7): resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales lineales.

Ejercicio 1. Hallar una solucién continua de la E.D.:

(1+2%) % 4 22y = f(z)

donde f(z) = { —.11", 2;1 =)
con y(0) = 0.
Ejercicio 2. Hallar la solucion de la E.D.: % ==L con y(5) = 2

(Rta.: zy = %ri +8)

Ejercicio 3. Resolver para ¢(z) la ecuacién [ p(az)do = np(z)
(Ayuda: con un cambio de variable adecuado transforme la ecuacién en una
E.D. lineal de primer orden.)

1-n
(Rta.: o(z) = Cz(=))

Ejercicio 4. Hallar la solucién de la E.D.: ¢ — 2ry = cosx — 2z senx
donde y es acotada cuando z — oc.
(Rta.: y = senx)

Ejercicio 5. Hallar la solucién de la E.D.: 2v/x 3 —y = —sen z—cos

donde y es acotada cuando r — oo.

(Rta.: y = cos /)

Ejercicio 6. Resolver la E.D.: (x + 2)? E" =5 — 8y — 4zy.
(Rta.: y(2+z)* =22+ 2)* +C)

Ejercicio 7. Resolver la ED.: y — 3% dy = ZU
o

(Rta.: $—ay = )

y2ev.
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1.7. Ecuaciones diferenciales de Bernoulli

Definicién: Una ecuacién de la forma Z—z +P(x)y=Qx)y";n# 0yn =+ 1,selellama una
ecuacion diferencial de Bernoulli. (no es lineal)

Esta ecuacién con la sustitucién z = y!~" se transforma a una ecuacién diferencial linea.

Teorema: Dada la ecuacion z—z + P(x)y = Q(x)y™ ;n # 0 yn # 1 entonces la solucién de la

ecuacion diferencial de Bernoulli es:
y(l—n)e(l—n)fP(x)dx — (1 _ n)f Q(X) e(l—n)fP(x)dxdx +c

Demostracion:

Sea Z—z + P(x)y = Q(x)y™ ;n # 0 yn # 1 yhagamos la sustituciéon z = y1™

1
—Y y — Z(l—?’l)

Conjuntamente con la derivacién con respecto a x

dz dy dy 1 dz
e (1=n)v =2 CANS} -
dx 1 —-n)y dx = dx 7 (1-n) dx
1 dz _1 _n_
yn —+ P(x)z(-m = Q(x)z(1-M)

(1-n) dx

dz 1 1 "
—+ 1 —-n)P(x)z0-M — = (1-n) Q(x) —, z(1-1)
y y

dx
1
dz z(1-n) 1 _n_
PR 1-n)PH)—5—=10-n)Qx) —F5—2z0n
Z(l—n) Z(l—Tl)

dz
a+(1—n)P(x)2= (1-n)Qx)

Esta es una ecuacion lineal con variable dependiente z , con esto usamos la solucién de las
ecuaciones diferenciales lineales expuesta anteriormente

Tenemos que:

7 e(l—n)fP(x)dx — (1 _ n)f Q(X) e(l—n)fP(x)dxdx +c

Profesor: Edis Alberto Flores Pagina 42 de 62



Modulo Iy IT Apuntes del Curso de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Y como z = y(**™ remplazamos
y(l—n) e(l—n)fP(x)dx — (1 _ Tl) f Q(X) e(l—n)fP(x)dxdx +c

Que es lo que deseamos demostrar.

Observacion: para la ecuaciones de Bernoulli al igual que las lineales, existe relatividad con
respecto a las variables x e y, es decir puede ser Bernoulli respecto a x.

x(l_n) e(l_n)fp(y)dy = (1 j— n) f Q(y) e(l_n)fp(y)dydy + Cc (*)

1

) e, . .1 d
Ejemplo (12) Resolver la ecuacién diferencial Y- -
dx  xy(1+xy?)

Notemos que esta no es Bernoulli con respecto a y, sin embargo si lo es respecto a x

2
Ordenando Z—; = M = xy + x%y3

dx
&y =Xy

Observemos que P(y) = -y ; Q(y)=y3; n=2 yremplazamos en (*)

x(1=2e(1-2)[~ydy = (1 — 2) f y3e(=D[-ydy gy 4 ¢
x~le=fvay = —fy3e‘f‘3’dy dy +c
x~lelydy = —fy3ef3’dy dy +c

1
xle? = —fy3e§y2 dy + c
Integrando por parte la expresion derecha, tomando

2 y2 )2
u:yZ; dv=yez = du=2ydy ; v:fye?dy: ez

Finalmente tenemos

Profesor: Edis Alberto Flores Pagina 43 de 62



Modulo Iy IT Apuntes del Curso de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

2 2
xle?”” = —yzeyT +2e7 +c
_¥
=—y?+2+ce 2

Ejercicios propuestos (8): Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales de Bernoulli

Ejercicio 1. 2% =3 UI.. con y(1) = 1.

(Rta.: yfgr‘% — 373 + 1)
Ejerc.‘icio 2.3 = ;}'ify_;l
(Rta.: z° = —y — 2+ Ce?)

Ejercicio 3. tr?% + z° = tcost.

(Rta.: z°t® = 3(3(t> — 2) cost + t(t*> — 6) sent) + C)
Ejercicio 4. ' = ;_;yf—tu-;

(Rta.: 22 +y> + 1 = Ce¥")
Ejercicio 5. zy' +y = z'y*.

(Rta.: y2 = —z' + cz?)

N

L

Ejercicio 6. ry?y + y* = <=£,

(Rta.: 2°y® = 3zsenz + 3cosz + C)
Ejercicio 7. 2y —y} + 2zy = 0.
(Rta.: y 2 = % +Czt)

Ejercicio 8. Hallar la solucién particular de la E.D.
dz 2 T\
tal que y(1) =1
(Rta.: y° = )
Ejercicio 9. Hallar la solucion particular de la E.D.
(1 —2zy?)dy = y’dx

tal que y(0) =1
(Rta.: zy*> =In|y|)
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1.8. Ecuaciones de Ricatti

Definicién: Una ecuacién de la forma Z—z = P(x)y? + Q(x)y + R(x) se llama ecuacion de
Ricatti. En la solucion de esta ecuacion se supone una solucion particular conocida y; y se

. .y 1 .y .
hace la sustitucion y = y; + > la cual transforma la ecuacion en una lineal respecto a v.

Demostracion:

Sea Z—z = P(x)y?+ Q(x)y + R(x) y y; una solucién particular de esta ecuacién, por tanto
se tiene que y, la satisface, es decir:

yi'= ddel = P(0)y;2 + Q(x)y; +R(x)

& _

. 1 _odv
Derivamosy =y, +- = — =y, —v 2

- remplazamos en la ecuacion

d
= % = P(x)y? + Q(x)y + R(x)

=y — U_ZZ_Z = P(x) (y1 +%>2 +Q() (y1 +%> + R(x)

d 1 1
=y =02 = PO (2 + 224 5 )+ 0 [+ ) + RO
022 py? 4 2P+ PG+ Q )=+ R
=N TV TS Gy + (x)?+ x);*‘Q x)y; +Qx ;'l‘ (x)
yi! 1 1
= yi - v72 =2 = PGy + Q0y, + RG| + 2P 2+ P() 5 + Q)

. _dv , y 1 1
=y = v = 1+ 2P) =+ P() 5 + Q) —

dv 1 1
= 0222 = 2P() 2 + P(x)— + +Q(x) =
dx v v2 v

— _% =2P(x)y, v+ P(x) + Q(x)v

= Z+[2P()y, + Q@)]v = —P(x)

Cuya solucién la podemos obtener de las formas lineales anteriores, es decir
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vef(ZP(x)y1+Q(x))dx - _ f P(X) ef(ZP(x)y1+Q(x))dxdx +c (**)

con v =
Y=V1
Ejemplo (13) Resuelva la siguiente ecuacion diferencial de Ricatti

dx y x x?2 r1 X
Esclaroque P(x) =1 ;Q(x)=— i ; R(x) = — %, remplazamos en (**)

el (2-Dax _ _ f oJ@-Dax g 4 ¢

d d
vef7x=—fef7xdx+c

vx=—fxdx+c

c 1
vx=—x24c=Dv=-xt+- = —— =1y -
2 2 x _1 2 X
Y~ X
x c—x? xy—1 2x . 2x?
= = - Xy — =
xy—1 2x X c—x? y c—x?

x*+c 1 2x

=YD= it

Ejercicios propuestos (9)

Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales de Ricatti, utilizando la solucién particular y,
indicada.

& _ 2 . _ R ST AP x?
) == +xy+1 ; y,=x R.y_x—ere 2 dx + cez
dy _  2x o x 2 . X ., 1-e+c
2) =€ +(1—-2e")y+y% ; y;=e R.y—ce_x_1
vy _ _ 4 _ 1 2. _2 . 2x*48c
3) dx x2 xy+y' yl_x R'y_4xc—x5
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1.9.Ecuaciones de Lagrange
La ecuacién de Lagrange tiene la forma y = xp(y") + ¥(y")

Haciendo y’ = p, diferenciando y sustituyendo dy por p dx, reducimos esta ecuacién a otra que
considerada en x como funcion de p es lineal. Resolviendo esta dltima x = r(p, ¢) , obtenemos
la solucion general de la ecuacidn inicial en forma paramétrica:

x=1r(p,C)
(p es un parametro)
y =1, C)¢p{)+¥()

Ademas la ecuacion de Lagrange puede tener soluciones singulares de la forma y = ¢(C)x +
Y(C) donde C es una raiz de la ecuacion € = ¢(C).

Ejemplo (14): Resolver: y = 2xy’ + Iny’
Solucioén:

Sea y' = p, entonces

dy— =dy=pd
dx_p y =pax

Luego derivamos respecto a x y agrupando términos

dy dp 1 dp
&—2p+2xa+5a
dp
dy=2pdx+2xdp+?
dp
pdx=2pdx+2xdp+?
dp
—pdx = +2xdp + —
p
2 dp
dx = ——xdp — —
p P2
dx 2 1
dp.  p p?
& _ 2, 01
dp  p  »p?
es lineal
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2 1 (2
= xefpdp=— f—zefpdpdp+c
p

1
= xp2=—fp—2p2+c

2

= xp?’=-p+c
C
ﬁx=——+—2
p p

remplazando en la ecuciony = 2xy’' + Iny el valor de x y el parametro p
2c
=y=Ilnp+ ? -2

Entonces la solucion e:

1.10. Ecuaciones de Clairaut

El método de resolucién es el mismo que para las ecuaciones de Lagrange. La solucién general
de la ecuacion de Clairaut tiene la forma:

y =Cx +¥(C)

Esta puede tener también solucion singular, que se obtiene eliminando p entre las ecuaciones.
y=xp+¥(Qp)
x+y'(p) =0

Ejemplo (15): Resolver: y = xy’ + Ziy, (a constante)

Solucién: Haciendo y' = p entonces

a
y=xp+ 5 derivando

a

y =p+xp T2

Profesor: Edis Alberto Flores Pagina 48 de 62



Modulo Iy IT Apuntes del Curso de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

0_ ! a !
=Xp szp
=p 2p2
, a
=D =0 ;x z—pz—O
Para p' =0
dp=0=>p=C = =C +a
p= b= y=Lux 2°C

a

= y=Cx+ZC

es la solucion general en término del parametro C
a
Para x —— =0

2p2

a . . ’ .
= x=5 eliminando el parametro p entre las dos ecuaciones

(. _ a
|y—xp+ﬁ

4 = y? = 2ax
| a

L ¥ =2

Esta es también una solucién de la ecuaciéon considerada singular. Geométricamente la
parabola y? = 2ax obtenida es la envolvente del haz de rectas

a
y—Cx+z

Familia de curvas (sol. General)<

Envolvente (sol. Singular)
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Ejercicios propuestos (10): Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales:

1) 2y=xy'+y'Iny’
_{x=2€p—lnp—2
ly=Cp*-p

2) y=2xy' +1Iny'

2C 1
xX==—-=

. p?Z p
R: 2c
y=—+Inp-2
p
3) y=x(1+y)+ Q)2

_{x= 2(1—p)+Ce?
= [20-p)+ CeP](1+p) +p?

4) y=2xy' +siny’

c cosp sinp

X= - ———"—
R: p? p? p
2C 2cosp .
y = ?———smp

5) y = x(y")? —i

__ Cp%+2p-1
T 2p2(p-1)?

R:
cp?+2p-1 1

Y= -0z p
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b).

1.11. Aplicaciones a las ecuaciones diferenciales de primer orden.

1.11.1. Trayectorias Isogonales y ortogonales:

Dada una familia de curvas f(z,y,¢) = 0, existe otra familia
g(z,y,c) = 0 que corta a la familia f bajo un mismo angulo . A
la familia g se le llama la familia de trayectorias isogonales de f y
glx.y,c) =0 es solucion de la E.D.:

tan o — tan 3 N f’(.r) * _(]'(‘J.") L f'(il’) - !}'
1 +tanatan B 1+ f'(z)g'(z) 1+ f'(z)y

tany = tan(a — 3) =

En particular, cuando v = 90", a g se le llama la familia de trayectorias
ortogonales de f y en este caso g es solucion de la E.D.:

tanatan 8 = f'(z)g¢'(z) = —1 = f'(z)y

Ejemplo 1. Hallar las trayectorias 1sogonales a 457 de la familia

y(r +c¢) = 1.
Solucion:

Ar0 f’(I)_y’ —
tan4h” = 1% o D)y =

por derivacion implicita:

d d
E(y(lfc‘v)) = E(l)
d
y—{—(;z:—}—c)—y:()
dx
dy gy
E N _'.'l‘ +c
En la E.D.:
i Y T =iy
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-y =—y—y >y -1)=1+y

¥+l

y?—1

2
(1— 1+y2)dy:d:zt

y—2tan ly=z+ K

y2+1dy:d1'

g(z,y, K)=0=y—2tan 'y —z— K

Graficamente:
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Ejercicios propuestos (11)

Ejercicio 1. Hallar las trayectorias isogonales a 45° de la familia y = ce™,
donde ¢ y a son constantes.
o iarg 2 R
(Rta.: y+2Injay—1|=z+¢)
Ejercicio 2. Hallar las trayectorias ortogonales de la familia y? = c2®.
(Rta.: 222+ 3y? = ()

Ejercicio 3. Hallar las trayectorias ortogonales de la familiade hiperbo-
las equildteras xy = c.

(Rta.: o —92=0)

Ejercicio 4. Determinar la curva que pasa por (%, %) y corta a cada

miembro de la familia 22 + y? = ¢? formando un dngulo de 60°.
(Rta.: v3tan™! =432’ + 9|+ V3tan~'1 —1In3)

Ejercicio 5. Hallar la familia de trayectorias ortogonales de la familia de
curvas y = Cy2°.
(Rta.: 5 + y?2 =)

Ejercicio 6. Hallar la familia de trayectorias ortogonales de la familia de

T

curvas y = Cie™.

(Rta,: =24 C)

Ejercicio 7. Encuentre la curva que pertenece a la familia de trayectorias

ortogonales de la familia de curvas = + y = C1€¥ que pasa por (0, 5).
(Rta:y=2—x2+3e™)
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1.11.2. Problemas de Persecucion

Ejemplo 2. Un esquiador acuatico P localizado en el punto (a,0) es
remolcado por un bote de motor () localizado en el origen y viaja hacia
arriba a lo largo del eje Y. Hallar la trayectoria del esquiador si este se dirije
en todo momento hacia el bote.

Y

(a,0)

Solucion: del concepto geométrico de derivada se tiene que:
y' =tanf = —vsec2f — 1,

pero de la figura 3.2 se tiene que

a

secl = ——

por lo tanto,

5 7
y a? — x?
Yy = —Vsec? —1=— ———— donde z >0,
< -
separando variables:
VaZ —z2
dy = ———dx,

por medio de la sustitucion trigonométrica x = sena en el lado derecho de
la E.D., se llega a que:
=S !

9

a+vVa?—z2 , .
y=aln —va2—a22+C,

:r
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como el esquiador arranca desde el punto (a,0), entonces las condiciones
miciales son x = a, y = (), sustituyendo en la solucién general, se obtiene
que C = 0.

Luego la solucién particular es:

a+\/a2—:r'3J ——

s

y=aln [

Ejercicios propuestos (12)

Ejercicio 1. Suponga que un halcén P situado en (a,0) descubre una
paloma () en el origen, la cual vuela a lo largo del eje Y a una velocidad v;
el halcén emprende vuelo inmediatamente hacia la paloma con velocidad w.
.Cual es el camino seguido por el haleén en su vuelo persecutorio?

o

S ()
(Rta.: y =5 [(“) = (“,)_L +c¢|, donde ¢ = S0,

14+= we—u?
w w

Ejercicio 2. Un destructor esta en medio de una niebla muy densa que
se levanta por un momento y deja ver un submarino enemigo en la superficie
a cuatro kilémetros de distancia. Suponga:

1) que el submarino se sumerge inmediatamente y avanza a toda maquina en
una en una direccion desconocida.

11) que el destructor viaja tres kilometros en linea recta hacia el submarino.
Que trayectoria deberia seguir el destructor para estar seguro que pasara di-
rectamente sobre el submarino, s1 su velocidad v es tres veces la del subma-
rino? g

(Rta.: r=eV®)
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1.11.3. Aplicaciones a la Geometria Analitica

Ejemplo 3. Hallar la ecuacion de todas las curvas que tienen la propie-
dad de que el punto de tangencia es punto medio del segmento tangente entre
los ejes coordenados.

Solucién:

tana = f'(z) = —i—z
y=—L=8=_=&

In|y| = —In|z| + In|c|

In|y| = —]n|§| Y= TY=2=

Ejercicios propuestos (13)

Ejercicio 1. Empleando coordenadas rectangulares hallar la forma del
espejo curvado tal que la luz de una fuente situada en el origen se refleje en
él como un haz de rayos paralelos al eje X.

(Rta.: % =2cx +c?)

Ejercicio 2. Una curva pasa por el origen en el plano XY, al primer
cuadrante. El area bajo la curva de (0,0) a (z,y) es un tercio del area del
rectangulo que tiene esos puntos como vértices opuestos. Encuentre la ecua-
cion de la curva.

(Rta.: y = cz?)

Ejercicio 3. Encontrar las curvas para las cuales la tangente en un punto
P(x,y) tiene interceptos sobre los ejes X y Y cuya suma es 2(x + y)
(Rta.: zy =c¢)

Ejercicio 4. Hallar la ecuacion de todas las curvas que tienen la propie-

dad de que la distancia de cualquier punto al origen, es igual a la longitud
del segmento de normal entre el punto y el intercepto con el eje X.

(Rta.: y> = +z?+c¢)
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Ejercicio 5. Hallar la ecuacién de todas las curvas del plano XY que
tienen la propiedad de que el triangulo formado por la tangente a la curva,
el eje X y la recta vertical que pasa por el punto de tangencia siempre tiene
un area igual a la suma de los cuadrados de las coordenadas del punto de
tangencia.

(Rt.a.: ln|y| — %tan—l(%:))

Ejercicio 6. Hallar la ecuacion de todas las curvas del plano XY que
tienen la propiedad de que la porcion de la tangente entre (z,y) v el eje X
queda partida por la mitad por el eje Y.

(Rta.: y> = Cxz)

Ejercicio 7. Hallar la ecuacion de todas las curvas del plano XY que
tienen la propiedad de que la longitud de la perpendicular bajada del origen
de coordenadas a la tangente es igual a la abscisa del punto de contacto.
(Rta.: 22 +y2 = Cx)

1.11.4. Ley de enfriamiento de Newton

S1 se tiene un cuerpo a una temperatura 7', sumergido en un medio de
tamano infinito de temperatura Ty, (T, no varia apreciablemente con el tiem-
po). El enfriamiento de este cuerpo se comporta de acuerdo a la siguiente

ED.: £ =—kf donde 6=T —Tn.

Ejercicio  Un cuerpo se calienta a 110°C y se expone al aire libre
a una temperatura de 10°C. Si al cabo de una hora su temperatura es de
60° C. ;Cuanto tiempo adicional debe transcurrir para que se enfrie a 30° C?

1.11.5. Ley de Absorcién de Lamber

Esta ley dice que la tasa de absorcion de luz con respecto a una profundi-
dad z de un material transhicido es proporcional a la intensidad de la luz a
una profundidad z; es decir, si [ es la intensidad de la luz a una profundidad
z, entonces dE’ = — L
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Ejemplo 4. En agua limpia la intensidad [ a 3 pies bajo la superficie
es de un 25 % de la intensidad [y en la superficie. ;Cual es la intensidad del
rayo a 15 pies bajo la superficie?

Solucion:
t=0=I=05
dl .
—=—kI = I=Ce™
dx
Cuandoz=0,I=0,=C
Luego
F= 10 e o
Cuando
p=%=p1=0.25I
luego,
025I = Ipe™*
= ¢* = (0,25)3
I = Ip(e )" = Ip((0,25)3)% = [p(0,25)%
para -
F=15=0T = [p(0:256)%
por tanto

I = Ip(0,25)°

Ejercicio  Si I a una profundidad de 30 pies es 6‘ de la intensidad en
la superficie; encontrar la intensidad a 60 pies y a 120 pies.
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Ejercicios miscelaneos

1)

2)

3)

4)

5)

Un objeto de masa de 100g se lanza verticalmente hacia arriba desde un punto que se encuentra 60
cm. arriba de la superficie terrestre con una velocidad inicial de 150m/s. El objeto asciende
brevemente y después cae verticalmente hacia la Tierra, durante todo el tiempo actda sobre ella la
resistencia del aire que es numéricamente igual a 200v (en dinas). Donde v es la velocidad en m/s.
a. Calcule la velocidad 0.1 segundo después, de que el objeto se lanza.
b. Calcule la velocidad 0.1 segundo después de que el objeto se detiene en su ascenso y
empieza su caida.

i. Riv(t)=-49+ 154972t y v(0.1) = 121.92%

In(g543)

ii. R t,= ~ 1.73seg ; v(1.73+0.1) ~ —0.91%

El peso combinado de un paracaidista y su paracaidas es W. EIl paracaidista cae desde el reposo,
verticalmente hacia abajo. Asumiendo que el paracaidas esta abierto cuando el salto ocurre y que
sobre él actda una fuerza debida a la resistencia del aire, la cual es proporcional a la velocidad en
cualquier instante durante la caida, encuentre la velocidad y posicion del paracaidista en funcién del

tiempo. ¢Cuél es la velocidad maxima que puede alcanzar el paracaidista?
i. Riv(t) = %[1 —e~@/m| y x(t) = %[t +% e~at/m _ %]
ii. R: velocidad méaxima o velocidad limite lim,_,., v(t) = v, = g
La tasa de crecimiento de una poblacién es proporcional, en el tiempo, a la cantidad de habitantes
que esta presente.
a. La poblacion de una pequefia ciudad crece en un instante cualquiera, con una rapidez

proporcional a la cantidad de habitantes presente en dicho instante. Si la poblacion inicial es
de 500 habitantes y si ésta aumenta en un 15% en 10 afios, determine:

i. La poblacion dentro de 30 afios R: 760 habitantes
i. Elintervalo de tiempo que debe transcurrir para que la poblacién aumente en un 60%.
R: = 34 anos

En cualquier momento dado, la cantidad de bacterias en un cultivo crece a una razén proporcional a
las bacterias presentes. Al cabo de 3 horas se observa que hay 400 individuos. Si pasadas 10 horas,
hay 2000 especimenes, ¢cudl era la cantidad inicial de bacterias? R:~ 201 especimenes

Un tanque contiene inicialmente 100 galones de una solucion salina que contienellibra de sal. Otra
solucion salina que contiene 1 libra de sal por galén, se agrega al tanque a razén de 3 gal/min. Si la
mezcla sale a la misma tasa, hallar: (a) la cantidad de sal en el tanque como funcion del tiempo, (b)
el momento en el cual la mezcla que esta en el tanque contiene 2 libras de sal.

R.1 (a) Q(t) = 100 — 99¢ 105

R.2 (b) La mezcla que esta en el tanque tendra 2 Ib de sal en aproximadamente 0.34 min
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6) Un tanque contiene inicialmente 10 galones de agua pura. Una solucion de agua salada que contiene
Y libra de sal por galon, se vierte en el tanque a una tasa de 2 gal/min. Si la solucion mezclada sale a
la misma tasa, hallar la cantidad y la concentracion de sal que hay en el tanque en cualquier instante.

R3 Q(r) = 5|1-e75| Cantidad de sal en funcion del tiempo;
R4 C(t) = % [1 - e‘éj Concentracion de sal

7) Un depdsito cilindrico con capacidad para 200 galones, contiene 100 galones con 100 libras de sal
disuelta. Hacia el deposito fluye agua salada que contiene 2 libras de sal por galén a razén de 4
gal/min y la mezcla fluye hacia afuera a razon de 3 gal/min. Determine la cantidad de sal que
contiene el depdsito cuando se llene y su concentracion en ese mismo instante.

R.5 Cuando el depdsito esta lleno, contiene 387.5 Ib de sal y una concentracion
aproximada de 1.94 Ib de sal por galdn.

(Nota: V(t) =200 < t =100y Q(t) = 2(100 + t) — (100)*(100 + £)~3,0 < t < 100)

8) Un deposito de tiene 40 galones de agua pura. Una solucién de agua azucarada con 1 libra de azGcar
por galon entra a 2 gal/min y la mezcla bien agitada sale a la misma tasa. (a) ¢(Cuanta azucar hay en
el tanque en cualquier tiempo? (b) ¢(Cuéndo el agua que sale tendra 2 libra de azucar por galon?

R.6 (a) Cantidad de azlicar en funcién del tiempo: @ (¢) = 40 [1 - e‘%J
R.7 (b) El agua de salida tendrd la concentracion de azlcar de Y2 libra por galon,
aproximadamente en 13.86 min.

9) Latemperatura maxima que puede leerse en cierto termometro es de 110 °F. Cuando el termdmetro
marca 36 °F, se coloca en un horno. Se observa que, después de 1 y 2 minutos, el termdmetro marca
60 °F y 82 °F, respectivamente. ;Cudl es la temperatura del horno?
R.8 La temperatura del horno (temperatura del medio ambiente) es de 324 °F.

R9 T(t) = 324 — 288¢0-087¢

10) Un capacitor de 5 x 1073 faradios esta en serie con una resistencia de 25 ohmios y una fem de
50 cos(6t) voltios. El interruptor se cierra en t = 0. Asumiendo que la carga inicial en el capacitor es
cero, determine la carga y la corriente en cualquier tiempo.

R10 Q(t) = =[4cos(6t) + 3sen(6t) — 4e~8] It
7 . Ir ‘l
i 1) = G[-12sen(6t) + 9cos(6n) + 1667 () ] e
Vca. R __C.

11) Un resistor de 20 Q esta conectado en serie con un condensador de 0.01 faradios y una fem dada por

E(t) = 40e73t + 20e~°t voltios. Si Q(0) = 0. Determine la carga maxima en el condensador.

i. RiQ (lnTz) =i culombios.
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120si 0 <t <20
0 si t>20

20 henrios y al resistencia es de 2 ohmios. Determine la corriente en cualquier instante sabiendo que

12) Una tensién E(t) = { se aplica a un circuito RL, en el que la inductancia es de

la corriente inicial es cero.
i RiI(®)=60[1—e"1], si 0<t<20 I(t)=0,sit>20
13) Un capacitor de 5 x 1073 faradios esta en serie con una resistencia de 25 ohmios y una fen de 50
voltios. El interruptor se cierra en t = 0. Asumiendo que la carga inicial en el capacitor es cero,
determine:

i. Lacargay lacorriente en cualquier instante t R:Q(t) = i[l —e 8] y I(t) = 278

ii. La carga transitoria y estacionaria R: ie—Bf y  lime, Q(t) = i
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