m)SiAC By BCA,entonces A = B. junto de todos los cuadrildteros del plano, entonces, ;cudl
de estos conjuntos es un subconjunto de otro (o de qué

n) El conjunto de todos los rectdngulos del plano es un otros)?

subconjunto del conjunto de todos los cuadrados del
plano. 27. Demuestre que el conjunto {x | x2—x—2=0}noesun

. . . subconjunto del intervalo [0, co).
0) El conjunto de todos los tridngulos equildteros es un / [ )

subconjunto del conjunto de todos los tridngulos. 28. (El conjunto {x | x (x> — 1) = 0} es un subconjunto del

intervalo (0, c0)?
p) El intervalo abierto (a, b) es un subconjunto del inter- valo (0, 00)

valo cerrado [a, b]. 29. (El conjunto {x | x> — x — 6 = 0} es un subconjunto de

los nu turales?
2 {x|25x53}€{y|15y55} 0s nimeros naturales

30. (Es el conjunto {x | 2x2 = 3x + 1= 0} es un subconjunto

r ix [1=x= =1 RE y=2} de los enteros? ;De los nimeros racionales?
26. Si A es el conjunto de todos los cuadrados del plano, B el

conjunto de todos los rectdngulos del plano y C es el con-

B 3-2 DESIGUALDADES LINEALES DE UNA VARIABLE

En esta seccién, consideraremos desigualdades que requieren una sola variable. EI si-
guiente ejemplo se refiere a un sencillo problema de negocios que conduce a una de tales
desigualdades.

El costo total (en délares) de produccién de x unidades de cierto articulo estd dado
por C = 3100 + 25x y cada unidad se vende a $37. El fabricante quiere saber cudntas uni-
dades deberd producir y vender para obtener una utilidad de al menos $2000.

Suponga que se producen y venden x unidades. El ingreso I obtenido por vender x
unidades en $37 cada una es I = 37x ddlares. La utilidad U (en délares) obtenida por pro-
ducir y vender x unidades estd dada entonces por las siguientes ecuaciones:

Utilidad = Ingresos — Costos
U = 37x — (3100 + 25x) = 12x — 3100

Dado que la utilidad requerida debe ser al menos de $2000, es decir, deberia ser de $2000
0 mds, tenemos que

U = 2000
o bien,
12x — 3100 = 2000 (1)
Esta es una desigualdad en la variable x. Observemos que los términos que apare-
cen son de dos tipos, términos constantes o términos que son multiplos constantes de la
variable x. Cualquier desigualdad que sélo tiene estos dos tipos de términos se denomina

desigualdad lineal. Si el simbolo de desigualdades es > o < la desigualdad es estricta;
si el simbolo es = o =, se dice que es débil.
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@ 7. Sume —5 a ambos miembros
de las siguientes desigualdades:
ayx+5=-5

byx —5<2

Respuesta a) x = —10
by x —10< -3

EJEMPLO 1
a) 3 — x = 2x + 4 es una desigualdad lineal débil en la variable x.

b) %z +3>5-— %z es una desigualdad lineal estricta en la variable z.

Cualquier desigualdad puede escribirse en una forma equivalente, intercam-
biando los dos lados e invirtiendo el sentido del signo de la desigualdad. Por ejem-
plo, x > 3 es equivalente a 3 < x; el ejemplo 1(a) es equivalente a 2x + 4 =3 — x.

DEFINICION La solucién de una desigualdad en una variable es el conjunto de to-
dos los valores de la variable, para los cuales la desigualdad es una proposicién ver-
dadera.

Por ejemplo, la solucién de la desigualdad (1) es el conjunto de todos los va-
lores x (el nimero de unidades vendidas) que producen una utilidad de al menos
$2000.

A semejanza de las ecuaciones, la solucion de una desigualdad se encuentra
efectuando ciertas operaciones en la desigualdad con el propdsito de transformarla
en alguna forma estdndar. Hay dos operaciones bdsicas que se utilizan en el mane-
jo de las desigualdades; estableceremos ahora las reglas que gobiernan estas opera-
ciones.

Regla 1

Cuando el mismo niimero real se suma o se resta a ambos lados de una desigual-
dad, el sentido de la desigualdad no se altera.

En simbolos, si a > b y c es cualquier nimero real, entonces
atc>b+c y a—-c>b-c
EJEMPLO 2

a) Es claro que 8 > 5 es una proposicion verdadera. Su sumamos 4 a ambos
lados, obtenemos 8 + 4 > 5 + 4 0 12 > 9, que sigue siendo cierta. Si restamos 7 a
ambos lados obtenemos 8 —7 > 5 — 7 0 1 > —2, que de nuevo es vdlida.

b) Seax — 1 > 3. Sumando 1 a ambos lados,
x—1+1>3+1
o bien,
x>4

El conjunto de valores de x para los cuales x — 1 > 3 es el mismo conjunto para el
cualx > 4. @ 7

En el ejemplo 2 observamos que la igualdad x > 4 puede obtenerse de la de-
sigualdad original x — 1 > 3 pasando el término —1 del lado izquierdo al derecho
y cambiando su signo. En general, la regla anterior nos permite efectuar este tipo de
operacion: cualquier término puede pasarse de un lado al otro de una desigualdad
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@ 8. Multiplique ambos miembros
de las siguientes desigualdades

por —2;

a) 2x>—3; b) —2x=3—x

Respuesta a) —4x < 6
byx= -6+ 2x

después de cambiar su signo, sin alterar el sentido de la desigualdad. En simbolos,
sia>b+ c,entoncesa —b>cya—c>b.

EJEMPLO 3
a) Si8 > 5+ 2, entonces 8 — 2 > 5.

b) De 2x — 1 < x + 4 se sigue que 2x — x < 4 + 1. Tanto x como —1 se pa-
saron de un lado a otro. Entonces, simplificando obtenemos x < 5.

Regla 2

El sentido de la desigualdad se preserva si ambos lados se multiplican (o divi-
den) por el mismo niimero positivo y se invierte cuando se multiplican (o dividen)
por el mismo niimero negativo.

En simbolos, si a > by c es cualquier nimero positivo, entonces
a_b
ac>bc 'y —>—
c c

mientras que si ¢ €s un nimero negativo arbitrario, entonces

a _b
ac<bc y —<-—
c c

EJEMPLO 4

a) Sabemos que 4 > —1 es una proposicién verdadera. Multiplicando ambos
lados por 2, obtenemos 8 > —2 que atin es vélida. Pero si la multiplicamos por
(—2), debemos invertir el sentido de la desigualdad:

(—2)4) < (—2)(—1) obien —-8<2

que otra vez es valida.

b) Si 2x = 4, entonces podemos dividir ambos lados entre 2 y obtener la de-
sigualdad equivalente 2x/2 = 4/2 o x = 2.

¢) Si —3x < 12, podemos dividir entre —3, que es negativo, de modo que de-
bemos invertir el sentido de la desigualdad:

—_33x>1_23 obien x> -4 8§

Antes de considerar mas ejemplos, deduciremos estas dos reglas bésicas.

DEMOSTRACION DE LA REGLA 1 Supongamos que a > by sea ¢ cualquier nd-
mero real. Si a > b, entonces por definicion a — b > 0. Consideremos ahora la
diferencia entre (@ + ¢) y (b + ¢):

@atc)—b+c)=a+c—b—c=a—b>0
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Pero, dado que (a + ¢) — (b + c¢) es positivo, esto significa que
atc>b+c
lo cual es lo que deseamos encontrar.

DEMOSTRACION DE LA REGLA 2 De nuevo supongamos que a > b y sea ¢ cual-
quier nimero real positivo. Entonces, como antes, a — b > 0. Asi,a — by ¢ son nu-
meros positivos, de modo que su producto también es positivo:

(a—b)yc>0
Es decir,
ac — bc >0

Se sigue, por tanto, que ac > bc, como se requeria. Si, por otro lado, ¢ fuera nega-
tivo, el producto (a — b)c seria negativo puesto que un factor seria positivo y el otro
negativo. Se sigue que

ac —bc <0
y de aqui, ac < bc, como se requeria.
EJEMPLO 5 Encuentre todos los niimeros reales que satisfacen la desigualdad
3x+7>5x—1

Solucion Pasamos todos los términos en x a un lado de la desigualdad y todos los
términos constantes al otro. Pasando 5x al lado izquierdo y 7 al lado derecho, cam-
biando sus signos y simplificando obtenemos las siguientes desigualdades:

3x—5x>—-1—7 (Reglal)
—2x > —8
Enseguida, dividimos ambos lados entre —2 y cambiamos el sentido de la de-

sigualdad (puesto que —2 es negativo).

—2x
-2

< :—g (Regla 2)
x<4

Por tanto, la solucién consta del conjunto de nimeros reales en el intervalo (—oo,
4). Esto se ilustra en la figura 4.

| \
U U

0 4
FIGURA 4

EJEMPLO 6 Resuelva la desigualdad

S5y —2
3

y+%§ + 1
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@ 9, Determine las soluciones
en la notacién de intervalos:
a)l —x<3-—2x
byx+4=4x—-2

Respuesta a) (—oo, 2)
b) (—o0, 2]

@ 10. Determine la solucién y
dibdjela en la recta numérica:
Ix—2=2—-x<x+6

Respuesta —2<x=1

L 1
\ 1

-2 1

Solucion Ante todo, debemos eliminar las fracciones de la desigualdad. Aqui, el de-
nominador comun es 12, de modo que multiplicamos ambos lados por 12.

12<y +i) = 12<5y —2, 1)
4 3
12y + 9 =45y — 2) + 12

12y +9 =20y — 8 + 12
12y +9 =20y + 4

Pasando los términos en y a la izquierda y los términos constantes a la derecha, ob-
tenemos

12y =20y =4-9
—8y=-5

Enseguida, dividimos ambos lados entre —8 e invertimos el sentido de la desigual-
dad (porque —8 es negativo).

oo |

yE:—g obien y=

De aqui, la solucién consta del conjunto de niimeros reales mayores o iguales que
5 . ., . . . 5 .

3 es decir, de los nimeros reales incluidos en el intervalo [, oo). Este conjunto se
ilustra en la figura 5. @ 9

r
L

0 5/8
FIGURA 5

EJEMPLO 7 Resuelva la doble desigualdad en x.
§—3x=2x—-T7<x-13

Solucion De la seccién 3-1, recuerde que la doble desigualdad a < b < ¢ significa
que a = b y al mismo tiempo b < c. La doble desigualdad considerada es equiva-
lente a las dos desigualdades siguientes:

8—3x=2x—-7 y ux-7<x—13
Resolvemos estas dos desigualdades por separado por los métodos antes descritos,
por lo que resulta
x=3 y x<-6
Ambas desigualdades deben ser satisfechas por x. Pero es imposible que tanto x = 3
como x < —6 puedan satisfacer a la vez. Por lo que no hay solucion: ningin nime-
ro real satisface la doble desigualdad. @ 10

EJEMPLO 8 Determine la solucién de la doble desigualdad

7>5—-2x=3
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@ 11. Un rectiangulo tiene
perimetro de 24 unidades. Si la
diferencia entre los dos lados es
menor que 6 unidades, determine
el intervalo de valores para la
longitud del lado mas largo.

Respuesta (6, 9)

Solucion En este caso, como x aparece s6lo en la expresion de en medio, podemos
manipular juntas las tres partes de la desigualdad. Primero, restamos 5 de las tres
partes:
7—-5>5—-2x-5=3-5
o bien,
2> —2x= -2

Ahora, dividimos todo entre —2, invirtiendo ambos signos de desigualdad:
-1<x=1
La solucién consiste en el intervalo semicerrado (—1, 1].

EJEMPLO 9 (Utilidades del fabricante) El fabricante de cierto articulo puede ven-
der todo lo que produce al precio de $60 cada articulo. Gasta $40 en materia prima
y mano de obra al producir cada articulo, y tiene costos adicionales (fijos) de $3000
a la semana en la operacion de la planta. Encuentre el niimero de unidades que de-
beria producir y vender para obtener una utilidad de al menos $1000 a la semana.

Soluciéon Sea x el nimero de articulos producidos y vendidos a la semana. En-
tonces el costo total de producir x unidades es de $3000 mds $40 por articulo, lo cual
es

(40x + 3000) dolares

El ingreso obtenido por vender x unidades a $60 cada una serd de 60x délares. Por
tanto,
Utilidad = Ingresos — Costos
= 60x — (40x + 3000) = 20x — 3000
Puesto que deseamos obtener una ganancia de al menos $1000 al mes, tenemos las
desigualdades siguientes:
Utilidad = 1000
20x — 3000 = 1000
20x = 4000
x =200

En consecuencia, el fabricante deberd producir y vender al menos 200 unidades ca-
da semana. @ 11

EJEMPLO 10 (Decisiones de fabricacion) El administrador de una fabrica debe
decidir si deberdn producir sus propios empaques, que la empresa ha estado adqui-
riendo de proveedores externos a $1.10 cada uno. La fabricacién de los empaques
incrementaria los costos generales de la empresa en $800 al mes y el costo de ma-
terial y de mano de obra serd de 60¢ por cada empaque. ;Cudntos empaques debe-
r4 usar la empresa al mes para justificar la decisién de fabricar sus propios empa-
ques?
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Solucion Sea x el nimero de empaques utilizados por la empresa al mes. Enton-
ces, el costo de adquirir x empaques a $1.10 cada uno es de 1.10x ddlares. El costo
de fabricar x empaques es de $0.60 por empaque mads costos generales de $800 al
mes, de modo que el costo total es

(0.60x + 800) dolares

Para justificar la fabricacion de los empaques por la empresa misma, debe ser cierta
la desigualdad siguiente:
Costo de adquisiciéon > Costo de fabricacién
1.10x > 0.60x + 800
1.10x — 0.60x > 800
0.50 x > 800
x > 1600

En consecuencia, la empresa debe usar al menos 1601 empaques al mes para justi-
ficar su fabricacion.

I £jcrcicios 3-2

(1-20) Resuelva las siguientes desigualdades.
.5+3x<11 2.3—-2y=7
3.2u—11=5u+6 4. 5x+7>31 —3x

5.32x— 1) >4 +5x—1)

4 2x — 3
6. x++> 1
T3 4
1 X 1
7o @x—1)—x<X- =~
R A

8. 3(x+4)=2— 41— 4y

yrl oy, -l
4 3 6
10. 5— 03t < 2.1+ 050+ 1)

11. 1202t —3) =23 — 1)
12. 2(1.5x — 2.1) + 1.7 = 2(2.4x — 3.5)

1 —3x

15. (x + 32> (x — 2)?

16. 2x + 3)3x — 1) = (6x + D)(x — 2)
17. 3x — DQ2x + 3) > 2x + DGx + 2)
18. Bx + D(x —2) > (x — 3)(3x + 4)
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19

20.
21.
22.
23.
24.
25.

26.

27.

28.

2x+1<3—x<2x+5
4 -2 <x—-2<2x—4
3x+7>5—-2x=13 — 6x
2x—3<1+x<3x-—1
3x—=5<1+x<2x-—3
Sx—7=3x+1=6x—11

(Inversion) Un hombre tiene $7000 para invertir. Quiere
invertir parte al 8% vy el resto al 10%. ;Cudl es el monto
maximo que debe invertir al 8%, si desea un ingreso anual
por interés de al menos $600 anuales?

(Inversion) La sefora K tiene $5000 que quiere invertir,
parte a 6% y el resto a 8%. Si ella desea un ingreso anual
por intereses de al menos $370, ;cudl es la cantidad mini-
ma que debe invertir al 8%?

(Decision de produccion) Un fabricante puede vender to-
das las unidades que produce al precio de $30 cada una.
Tiene costos fijos de $12,000 al mes; y ademds, le cuesta
$22 producir cada articulo. ;Cuéntas unidades debe produ-
cir y vender al mes la compafifa para obtener utilidades?

(Utilidades del fabricante) Un fabricante de aparatos de
alta fidelidad puede vender todas las unidades producidas
al precio de $150 cada una. Tiene costos fijos a la semana
de $15,000 y costos por unidad de $100 en materiales y



29.

30.

mano de obra. Determine el nimero de aparatos de alta fi-
delidad que deberd fabricar y vender cada semana, con el
propdsito de obtener utilidades semanales de al menos
$1000.

(Decisiones de fabricacion) Una empresa automotriz de-
sea saber si le conviene fabricar sus propias correas para el
ventilador, que ha estado adquiriendo de proveedores ex-
ternos a $2.50 cada unidad. La fabricacién de las correas
por la empresa incrementard sus costos fijos en $1500 al
mes, pero solo le costard $1.70 fabricar cada correa. ;Cudn-
tas correas debe utilizar la empresa cada mes para justifi-
car la fabricacién de sus propias correas?

(Decisiones sobre contratacion de maquiladores) Una em-
presa puede encomendar a un contratista que empaque cada
unidad de su producto a un costo de $2.75. Por otra parte,
la empresa puede empacar sus productos instalando una
maquina empacadora. Su instalacién incrementara los cos-
tos fijos de la empresa en $2000 al mes y el costo de em-

31.

32.

paquetamiento seria de $1.50 por unidad. ;Cuéntas unida-
des tendria que producir al mes para que la instalacién de
la maquina empacadora fuera rentable?

(Publicacion de revistas) El costo de publicacién de ca-
da ejemplar de la revista semanal Compre y venda es de
35¢. Los ingresos por ventas de distribucién son de 30¢
por ejemplar, y los ingresos por publicidad del 20% sobre
los ingresos obtenidos por ventas mds alld de los 2000
ejemplares. ;Cudntos ejemplares debera publicar y vender
cada semana para obtener ingresos semanales de al menos
$1000?

(Publicacion de revistas) El editor de una revista men-
sual tiene costos de edicién de 60.5¢ por ejemplar. El in-
greso por ventas de distribucién es de 70¢ por ejemplar, y
los ingresos por publicidad del 15% sobre los ingresos ob-
tenidos por ventas mds alld de los 20,000 ejemplares.
(Cudntos ejemplares deberd publicar y vender al mes para
asegurar utilidades que sobrepasen los $4000?

m 3-3 DESIGUALDADES CUADRATICAS DE UNA VARIABLE

@ 12. Exprese en la forma

Una desigualdad cuadratica de una variable, tal como x, es una desigualdad que
tiene términos proporcionales a x y a x> y términos constantes. Las formas estdn-
dares de una desigualdad cuadratica son

estandar:

G+2)2x—1D=@Bx—22+1

ax?>+ bx + ¢ >0 (o bien < 0)

en donde a, b y ¢ son constantes determinadas (a # 0).

obien ax*+ bx+c=0 (obien =0)

e 12

Otra vez estamos interesados en resolver una desigualdad dada, esto es, en de-

Respuesta 7x> — 15x +7=0

terminar el conjunto de x para el cual la desigualdad se cumple. Podemos hacer es-
to primero reemplazando la desigualdad con un signo = y encontrar las soluciones
de la ecuacidn cuadratica resultante. Estas soluciones dividen a la recta numérica en
intervalos. En cada intervalo seleccionamos un punto y probamos si la desigualdad
es cierta o falsa en ese punto. Si es verdadera en ese punto, entonces serd verdade-
ra en todos los puntos del intervalo, y reciprocamente, si es falsa en un punto en el
intervalo, entonces serd falsa en todos los puntos de ese intervalo.

EJEMPLO 1 Resuelva la desigualdad x> + 3x < 4

Soluciéon Primero reescribimos la desigualdad en la forma estdndar restando 4 de
ambos miembros:

xX2+3x—4<0

Reemplazamos el signo < por =, obtenemos la ecuacién cuadratica x> + 3x — 4 = 0.
Esta puede resolverse por medio de factorizacion. Se convierte en (x — 1)(x + 4) = 0,
de modo que las raices son x = 1 y x = —4. Graficando estos puntos en la recta
numérica, obtenemos la figura 6. Los dos puntos dividen a la recta numérica en tres
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@ 13. Resuelva las desigualdades:
a) x—1DHx—3)<0

by x+Dx+4)=0

) x—32+2=0

Respuesta a) 1 <x <3
bhyx=—-4ox=-1
¢) no hay solucién

intervalos, x < —4, —4 <x < 1 y x > 1. En cada uno de estos intervalos, la expre-
sién siempre conserva el mismo signo, ya que s6lo cambia de signo cuando pasa por
el cero, y esto sucede sélo cuando x = —4 o 1.

FIGURA 6

Tomemos cualquier punto en el primer intervalo x < —4: seleccionamos x = —5.
Entonces x> + 3x — 4 = (=5)> + 3(=5) — 4 = 6 > 0. La desigualdad es falsa, de
modo que es falsa para todos los puntos en el intervalo x < —4.

En —4 < x < 1 seleccionamos el punto x = 0. Entonces, x> + 3x — 4 = (0)?
+ 3(0) — 4 = —4 < 0. La desigualdad es verdadera, por lo que es cierta para todas
las x que satisfagan —4 < x < 1.

En x > 1 seleccionamos x = 2. Entonces x> + 3x — 4 = (22 + 32) — 4 =
6 > 0. La desigualdad es falsa, de modo que es falsa para toda x > 1.

Por tanto el conjunto solucidn es el intervalo (—4, 1). Esto se ilustra en la fi-
gura7. @ 13

A~
N 5

FIGURA 7

EJEMPLO 2 Resuelva la desigualdad 5x < 2(x> — 6).

Soluciéon Pasando todos los términos a la izquierda, la desigualdad dada se trans-
forma en

Sx =2+ 12=0

Siempre conviene tener el término cuadritico con signo positivo, porque entonces,
la factorizacién es mds facil. Asi, multiplicamos ambos lados de esta desigualdad
por —1 y cambiamos el sentido de la desigualdad.

—S5x+2x*—-12=0
2x2—5x—12=0

Al reemplazar el signo = por el signo = obtenemos la ecuacién cuadrética 2x> —
5x — 12 = 0; y por medio de la factorizacion,

2x+3)x—4)=0

)3 3 P . .

Las raices son x = —5 y x = 4, que dividen a la recta numérica en los tres interva-
3 3 .

los (—oo, —3), (—3, 4) y (4, 0o) como se muestra en la figura 8. Seleccionar cual-
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|
I
—3/2 0 4

FIGURA 8

quier punto en cada intervalo y probar la desigualdad. En (—oo, —%) elegimos x =
—2,en (—%, 4) seleccionamos x = 0; y en (4, c0) escogemos x = 5. Es conveniente
colocar los cdlculos como se muestra en la tabla 1. Por tanto, la desigualdad dada es
verdadera en los intervalos (—oo, —%) y (4, 00) y es falsa en el intervalo (—%, 4).

TABLA 1
Intervalo (—o0, —%) (—%, 4) (4, c0)
Puntos de prueba -2 0 5
22— 5x — 12 2(=22-5(-2)—-12=6>0 2002 —50) —12=-12<0 205 —5(5)-12=13>0
Signo Positivo Negativo Positivo

En este caso, tenemos una desigualdad no estricta, de modo que también se
satisface en donde la expresidn cuadratica sea cero, es decir, en x = —% yx = 4. Es-
ta vez, los puntos extremos del intervalo se incluyen en el conjunto solucién. La so-
lucion consiste en los dos intervalos semiinfinitos (—oo, —%] y [4, c0). Este conjun-
to solucién se ilustra en la siguiente figura.

ul |
J I

32 0 4
FIGURA 9

m

Resumen del método de solucién de las desigualdades cuadréticas:

1. Escribir la desigualdad en la forma estandar.

2. Reemplazar el signo de desigualdad por un signo = y resolver la ecuacién cua-
drética resultante. Las raices dividen la recta numérica en intervalos.

3. En cada intervalo elegir un punto y probar la desigualdad dada en ese punto.
Si es verdadera (falsa) en ese punto, entonces es verdadera (falsa) en todos los
puntos de ese intervalo.

4. Para una desigualdad estricta, en el conjunto solucién no se incluyen los pun-

tos extremos de los intervalos. Para una desigualdad no estricta si se incluyen
€s0S puntos extremos.

Algunas veces no podremos factorizar la expresion cuadratica y podria ser necesa-
rio utilizar la férmula cuadrética para determinar los puntos de division de los inter-
valos.

EJEMPLO 3 Resuelva la desigualdad x> — 6x + 6 =< 0.

Soluciéon La desigualdad ya estd en forma estdndar. La correspondiente ecuacion
cuadritica es x> — 6x + 6 = 0, que no tiene raices racionales. Con base en la férmu-
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TABLA 2

la cuadratica, tenemos las raices

—b = Vb%— 4dac —(—6) £ —6)2 — 4(1)(6
Vb= dae | =(=6) = V(=62 =4O _ 1, \/T;,

2a 2-1

=3+V3

X =

Son aproximadamente 1.27 y 4.73 y como es usual dividen la recta de los nlimeros
reales en tres intervalos. Seleccionamos un punto de prueba en cada uno. (Véase
la tabla 2 para los detalles). La conclusién es que la desigualdad es falsa en
(—o0, 3 — \/5) y(@3 + \/5, 00) y es verdadera en (3 — \/g, 3+ \/5).

Intervalo
Punto de prueba

Signo

(—00,3 — V3) G —V3, +3+ V3 (3 + V3, 00)
0 3 5

fx) =x*—6x 6 02-6-0+6=6>0 32-6-3+6=-3<0 52-6-5+6=1>0

Positivo Negativo Positivo

@ 14. Resuelva las desigualdades.
a) x*—2x—2=0
b) x*—2x+2>0
) xX+2x+1=0

Respuesta

a) 1—\/§Sx§1+\/§
b) —co<x<o0

c) x=-—1

Como tenemos una desigualdad no estricta incluimos los puntos extremos,
de modo que el conjunto solucién es el intervalo cerrado [3 — V3, 3 + V3], o
aproximadamente [1.27, 4.73]. Estos se ilustra en la figura 10. @ 14

A
Y

FIGURA 10

EJEMPLO 4 Resuelva la desigualdad x*> + 2 > 2x

Soluciéon En la forma estdndar tenemos x2 — 2x + 2 > 0. La ecuacién cuadritica
correspondiente es x> — 2x + 2 = 0, y de la férmula cuadrética, las raices son

—(— i — —
= —(ED V(=22 — 4D :%(Zi\/—_4)

2-1

De modo que, en este caso no existen raices reales. Esto significa que la expresién
x? — 2x + 2 es positiva para toda x o bien negativa para toda x, ya que si cambiase
de signo tendria que ser cero en algin punto. Entonces todo lo que tenemos que ha-
cer es seleccionar cualquier punto como punto de prueba. El més sencillo es x = 0,
y tenemos 02 — 2 - 0 + 2 = 2 > 0. La desigualdad dada se satisface; de aqui que se
satisface para toda x.

EJEMPLO 5 (Produccion y utilidades) Las ventas mensuales x de cierto articulo
cuando su precio es p délares estan dadas por p = 200 — 3x. El costo de producir x
unidades al mes del articulo es C = (650 + 5x) ddlares. ;Cudntas unidades de este
articulo deberdn producirse y venderse de modo que la utilidad mensual sea por lo
menos de 2200 ddlares?
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@ 15. En el ejemplo 5, ;para qué
intervalo de x la ganancia mensual
excede los $2500?

Respuesta 30 < x < 35

Solucion El ingreso I (en ddlares) obtenido por vender x unidades al precio de p
dodlares por unidad es

I = (Unidades vendidas) X (Precio por unidad)

=xp
= x(200 — 3x)
= 200x — 3x2

El costo C (en ddlares) de fabricar x unidades es C = (650 + 5x). La utilidad U
(mensual) obtenida por producir y vender x unidades estd dada por
U=1-C
(200x — 3x%) — (650 + 5x)
195x — 3x* — 650

Dado que la utilidad U debe ser al menos de $2200, tenemos que U = 2200. En con-
secuencia,
195x — 3x2 — 650 = 2200

Al escribir esto en la forma estdndar y dividir todo entre —3 (notando que el signo
de la desigualdad se invierte), obtenemos la desigualdad

X2 —65x +950 =0

Las raices deben determinarse por medio de la férmula cuadratica:

_ —b*=Vb>—dac

2a

_ —(=65 =+ \/(—65)2 — 4(1)(950)
2-1

= 1(65 = V425)

o aproximadamente 22.2 y 42.8. En los tres intervalos x < 22.2, 22.2 < x < 42.8
y x > 42.8 seleccionamos los tres puntos x = 0, 40 y 100, respectivamente. Encon-
tramos que x> — 65x + 950 > 0 cuando x = 0y 100, pero x> — 65x + 950 < 0
cuando x = 40. Por tanto se sigue que x> — 65x + 950 < 0 para toda x en el inter-
valo 22.2 < x < 42.8. Asi, el conjunto solucién de la desigualdad es el intervalo ce-
rrado [22.2,42.8]. @ 15

De modo que, para alcanzar la meta requerida, el niimero de unidades produ-
cidas y vendidas por mes debe estar entre 22.2 y 42.8, inclusive.

EJEMPLO 6 (Decision de precios) Un peluquero tiene un promedio de 120 clientes
semanales a un costo actual de $8 por corte de cabello. Por cada incremento de 75¢
en el precio, el peluquero perderd 10 clientes. ;Cudl es el precio midximo que pue-
de cobrarse de modo que los ingresos semanales no sean menores que los actuales?

Solucion Sea x el nimero de incrementos de 75¢ por encima de $8. Entonces el
precio por corte de cabello es (8 + 0.75x) ddlares, y el nlimero de clientes serd de
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(120 — 10x) por semana. De modo que

Ingresos totales semanales = Numero de clientes X Precio por corte

= (120 — 10x) X (8 + 0.75x)

Los ingresos por los 120 clientes actuales son 120 X $8 = $960. Por tanto, los nue-
vos ingresos deben ser al menos $960:

Simplificamos:

(120 — 10x)(8 + 0.75x) = 960

960 + 10x — 7.5x* = 960

10x — 7.5x2 =0

La ecuacién correspondiente es 10x — 7.5x% = 0, cuyas soluciones son x = 0y %.
En los tres intervalos x < 0,0 < x < % yx> % seleccionamos los puntos de prue-
ba —1, 1 y 2, respectivamente. Encontramos que 10x — 7.5x?> < 0 cuando x = —1
02, pero 10x — 7.5x2 > 0 cuando x = 1. Por tanto, la solucién de la desigualdad es
el intervalo 0 = x = %. Esto es, el precio de un corte de cabello debe estar entre $8
y $(8 + 0.75 X %) = $9.00. El precio mdximo que puede cobrarse es $9.00.

I jcrcicios 33

(1-22) Resuelva las siguientes desigualdades.

1.
. (2x—5x+3)=0

o NN Ut W

12.
13.
15.
17.
19.
21.
23.
25.
26.
27.

X2 =Tx+12=0
a1 <2
. y2y +1)>6
11.

x—2)x—5<0 2.x+DHx—3)=0
4. Bx—DHx+2)>0
6. 9x>x>+ 14

8. x(x—2)=3

10. 3y2 =4 — 11y
x+2)x—3)>2—x
2x+Dx—=3)<9+x+ Hx —4)

2=4 14. 9x* < 16
xX2+3>0 16. x> +1 =0
X*—6x+9=0 18. x* + 4 =< 4x
X+2x+1>0 20. x> + 9 = 6x
xr+ 13 <6x 22, x>+ 7> 4x
x—=2?2+5=0 24. X2 +2x+4<0
2x+3)x—3)>x—DBx+2)

(I —=3x)x+2)>3—2x)(x + 3)

(Ingresos del fabricante) Al precio de p por unidad, x uni-
dades de cierto articulo pueden venderse al mes en el mer-
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28.

29.

30.

31.

32.

cado, con p = 600 — 5x. ;Cudntas unidades deberdn ven-
derse cada mes con objeto de obtener ingresos por lo me-
nos de $18,000?

(Ingresos del fabricante) Un fabricante puede vender x
unidades de un producto cada semana al precio de p déla-
res por unidad, en donde p = 200 — x. ;Qué nimero de
unidades deberd venderse a la semana para obtener ingre-
sos minimos por $9900?

(Decisiones de produccion) En el ejercicio 27, si cuesta
(800 + 75x) ddlares producir x unidades, ;cudntas unida-
des deberan producirse y venderse cada mes con objeto de
obtener una utilidad de al menos $5500?

(Decisiones sobre fijacion de precios) En el ejercicio 28,
si cuesta (2800 + 45x) ddlares producir x unidades, ;a qué
precio p deberd venderse cada unidad para generar una uti-
lidad semanal de por lo menos $3200?

(Utilidades) Un fabricante puede vender todas las unida-
des de un producto a $25 cada una. El costo C (en délares)
de producir x unidades cada semana estd dado por C =
3000 + 20x — 0.1x% ;Cudntas unidades deberdn producir-
se y venderse a la semana para obtener alguna utilidad?

(Ingresos del editor) Un editor puede vender 12,000 ejem-
plares de un libro al precio de $25 cada uno. Por cada d6-



lar de incremento en el precio, las ventas bajan en 400 37.
ejemplares. ;Qué precio mdximo deberd fijarse a cada
ejemplar con objeto de lograr ingresos por lo menos de
$300,000?

33. (Agricultura) Un granjero desea delimitar un terreno rec-
tangular y tiene 200 yardas de cerca disponible. Encuentre 38.
las dimensiones posibles del terreno si su drea debe ser de
al menos 2100 yardas cuadradas.

34. Un lado de un campo rectangular estd limitado por un
rio. Un granjero tiene 100 yardas de cerca y quiere cubrir
los otros tres lados del campo. Si quiere encerrar un drea 39.
de al menos 800 yardas cuadradas, ;cudles son los posibles
valores para la longitud del campo a lo largo del rio?

35. Una caja abierta se fabrica de una hoja rectangular metali-
ca de 16 por 14 pies, cortando cuadrados iguales de cada
esquina y doblando hacia arriba los lados. Si el drea de la
base de la caja es al menos de 80 pies cuadrados, (cudl es 40.
la médxima altura posible de la caja?

36. Una hoja rectangular de cartén es de 16 por 10 pulgadas.
Se cortan cuadrados iguales de cada esquina y los lados se
doblan hacia arriba para formar una caja abierta. ;Cual es
la altura médxima de esta, caja si la base tiene un drea de al
menos 72 pulgadas cuadradas?

B 3-4 VALORES ABSOLUTOS

(Conservacion) En cierto estanque se crian peces. Si se in-
troducen n de ellos alli, se sabe que la ganancia de peso
promedio de cada pez es de (600 — 3n) gramos. Determi-
ne las restricciones de n, si la ganancia total en peso de to-
dos los peces debe ser mayor que 28,800 gramos.

(Inversiones) Un accionista invierte $100 a un interés
anual del R por ciento y otros $100 al 2R por ciento anual.
Si el valor de las dos inversiones debe ser de al menos
$224.80 después de 2 afios, ;qué restricciones deben esta-
blecerse sobre R?

(Politica de fijacion de precios) Un supermercado se en-
cuentra con grandes existencias de manzanas que debe
vender rdpidamente. El gerente sabe que si las manzanas se
ofrecen a p centavos por libra, venderd x libras, con x =
1000 — 20p. {Qué precio deberd fijar con el fin de obtener
ingresos por lo menos de $120?

(Decisiones sobre fijacion de precios) Un peluquero atien-
de en promedio a 120 clientes a la semana cobréandoles $4
por corte. Por cada incremento de 50¢ en el precio, el pe-
luquero pierde 8 clientes. ;Qué precio maximo deber4 fijar
para obtener ingresos semanales de al menos $520?

Si x es un nimero real, entonces el valor absoluto de x, denotado por | x|, se defi-

X six=0
|xr={

—X six <0

ne por
@ 16. Evalie a) — | 5]

by |2-3—4]

o 12l + =31 - |4] Porejemplo,|5‘=5,|—3|

=—(-3)=3ylo] =0. *«16

De la definicién, es claro que el valor absoluto de un niimero siempre es un
niimero real no negativo; es decir,

‘x|20

El valor absoluto de x es una medida del “tamafio” de x sin tener en cuenta que x sea

negativo o positivo.
EJEMPLO 1 Resuelva para x.

Respuesta a) —5 b)5 ¢)1

lox —3] =5
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@ 17. Resuelva para x:
a) |x+1| =2

b) |x—1] =3 —2x]
o lx—1]=3-2

Solucién De acuerdo con la definicién de valor absoluto, se satisface la ecuacién
dada si

2x—3=5 obien 2x—3=-5
porque en cualesquiera de los dos casos, el valor absoluto de 2x — 3 es 5. Si 2x —
3 =5, entonces 2x = 3 + 5 = 8 y asi, x = 4. De manera similar, si 2x — 3 = =5,
entonces x = — 1. En consecuencia, hay dos valores de x, x =4y x = —1, que sa-
tisfacen la ecuacién dada.
EJEMPLO 2 Resuelva para x.

13x — 2] = |2x + 7|

Soluciéon La ecuacién se satisface si

3x —2=2x+7 obien 3x—2=-2x+7)

Resolviendo estas dos ecuaciones por separado, obtenemos x =9y x = —1. @ 17

De los ejemplos 1y 2, es claro que tenemos las siguientes reglas generales para re-
solver ecuaciones en que aparecen valores absolutos.

Si |a | = b, donde b = 0, entonces a = bobiena = —b

Silal = 1b

,entoncesa = bobiena = —b

Observacién El simbolo Va denota la raiz cuadrada no negativa del niime-
ro real a (a = 0). Por ejemplo, \V/9 = 3. La raiz cuadrada negativa de 9 se denota
mediante —\/9. Usando el simbolo de radical, podemos dar la siguiente definicién
alternativa de valor absoluto.

Ix| = V2

Respuesta a) —301
b) 502
c) % (six = 2, el lado derecho es

negativo)
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1|>or ejemplo, V32 =V9 =3, V(=52=V25=5=|-5| y Vx-32=
x— 3.

Podemos interpretar |x| geométricamente. (Véase la figura 11). Los ntime-
ros 3 y 8 sobre la recta numérica estan separados 5 unidades. También | 8—3 | =

|s| =5y |3—8|=|-5| =5.Enconsecuencia, |8 — 3| = |3 — 8] daladis-
tancia entre los puntos 3 y 8 de la recta numérica. En general, podemos interpretar
|x —c | = | c— x| como la distancia entre los puntos x y ¢ situados sobre la recta
numérica, sin prestar atencion a la direccion. Por ejemplo, la ecuacién |x -2 | =5
3 8
< S — >

|8 — 3| = |3 — 8| = 5 unidades

FIGURA 11



@ 18. Exprese lo siguiente utili-
zando valores absolutos:
a) x esta a lo mas a 4 unidades
del 3
b) 5 — x estd 4 unidades alejado
de x

Respuesta a) |x - 3| =4
b |5—2x] =4

establece que la distancia entre x y 2 sobre la recta numérica es 5 unidades, sin im-
portar la direccién. Por tanto, x puede ser2 + 5 =702 — 5 = —3, como se apre-
cia en la figura 12.

5 unidades 5 unidades

A
A

FIGURA 12

Dado que |x| = |x -0/, x| representa la distancia del punto x sobre el eje
real al origen O, sin importar la direccién. (Véase la figura 12). También, dado que
la distancia entre O y x es igual a la distancia entre O y —x, se sigue que:

x| = | x|

Por ejemplo, |7| = |—7| =17.
IO L .| N
- f f f >
—-X 0 X
FIGURA 13

En el ejemplo 3 varios enunciados se reexpresan en términos de valores abso-
lutos.

EJEMPLO 3
a) x estd a una distancia de 3 unidades del 5: |x -5 | =3
b) x estd a menos de 7 unidades del 4: |x —4 | <7
c¢) x estd al menos a 7 unidades del —3: |x — (—3)| =70 |x + 3| =17

d) T se enc|uentra estrictamente dentro de un radio de 3 unidades del 7:
x—7]1 <3

e) x estd dentro de c unidades de a: |x - a| =c. @18

Consideremos ahora algunas desigualdades que incluyen valores absolutos.
La desigualdad |x | <5 implica que la distancia entre x y el origen es menor que 5
unidades. Dado que x puede estar a la derecha o a la izquierda del origen, x estd en-
tre =5y S0 —5<x<5.(Véase la figura 14). De manera similar, |x | > 5 impli-
ca que x estd a mas de 5 unidades del origen (a la derecha o a la izquierda); es
decir, x < —5 0 x > 5. (Véase la figura 15). Este resultado se generaliza en el teo-
rema siguiente:
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-5 0 5 -5 0 5

A
\
3

| L -
T

x| <5 x| > 5
-5<x<5b
FIGURA 14 FIGURA 15

TEOREMA 1 Sia > 0, entonces,

|x|<asiysélosi—a<x<a (1)

|x|>asiysélosix>a obien x< —a )

Las figuras 16 y 17 se refieren al teorema 1.

| L P

)
hl U T \

A

A

—-a (I) a —a 0 a
Ix|<a x| > a
FIGURA 16 FIGURA 17

EJEMPLO 4 Resuelva l2x - 3] <5 para x y exprese el resultado en términos de
intervalos.

Solucion Usando la proposicién (1) del teorema 1, la desigualdad dada implica
que

—5<2x—-3<5
Sumando 3 a cada lado de la doble desigualdad y simplificando, obtenemos

“5+3<2x—-3+3<5+3

—2<2x<8
Enseguida dividimos todo entre 2:
—1<x<4

En consecuencia, la solucion consta de todos los nimeros reales x situados en el in-
tervalo abierto (—1, 4). (Véase la figura 18).

FIGURA 18

EJEMPLO 5 Resuelva | 2 — 3x| > 7 para x y exprese el resultado en notacion de
intervalos.
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@ 19. Resuelva las desigualdades.

a) |1—x| <4
by |7—4x| =3
c) |x—l| + |x+1| <0

Respuesta a) —3 <x <5
byx=lox=3
¢) no hay solucién

Solucién Utilizando la proposicion (2) del teorema 1, la desigualdad dada implica
que
2—3x>7 obien 2-—-3x<-7
Considerando la primera desigualdad, tenemos que
2-3x>7
Restando 2 a ambos lados y dividiendo entre —3 (y cambiando el sentido de la de-
sigualdad):
x <=2

De manera similar, resolviendo la segunda desigualdad,

x>3

Asi, |2 — 3x| > 7 es equivalente a

x<-2 obien x>3

Por tanto, la solucién consta de todos los niimeros reales que no estdn en el interva-
lo cerrado [—%, 3]. (Véase la figura 19).

Il Il L L L L
T T \ T T T

!
T
0 3

:
—-5/3
FIGURA 19
EJEMPLO 6 Resuelva |2x — 3| + 5 = 0 para x.

Solucion La desigualdad dada se puede reescribir como
|2x =3 = -5

Pero | 2x — 3 | nunca puede ser negativo, de modo que no existen valores de x pa-
ra los cuales sea verdadera la desigualdad dada. Asi no existe solucién. @ 19

EJEMPLO 7 Resuelva la desigualdad |3x — 5| =x + 1

Solucién Si (x + 1) < 0, alli claramente no habria solucién, ya que el valor abso-
luto del lado izquierdo no puede ser menor que un nimero negativo. Asi el conjun-
to solucion estd restringido de inmediato ax = —1.
Six + 1 =0, podemos utilizar el teorema 1 para expresar la desigualdad da-
da en la forma
—(x+DH=3x-5=@x+1

La mitad izquierda de esta desigualdad doble, —(x + 1) = 3x — 5, conduce ax = 1.
La mitad derecha, 3x — 5 = x + 1, lleva a x = 3. Deben satisfacerse las tres condi-
ciones, x = 1, x = 3 y x = —1. Asi, el conjunto solucién es 1 = x = 3 o el inter-
valo cerrado [1, 3].

Concluimos esta seccion estableciendo dos propiedades basicas del valor ab-
soluto. Si a y b son dos nimeros reales, entonces
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lab| = |al - |b] 3)

al_dab 1) (4)
bl bl ‘
EJEMPLO 8
a) =33 =1-3115] =3)5) =15
b |22 = lx 2| (c# —1)
1+x [1+ x|
x—7‘ |x—7| |x—7|
c) = =
-3 | -3 3

Las ecuaciones (3) y (4) se deducen con facilidad del hecho que para cualquier nu-
mero real x, |x| = Vx2. Por ejemplo, la ecuacién (3) se deduce como sigue:

lab| = V(aby?
— a2b2
Vat - Vi

lal - 5]

(usando una propiedad de los radicales)

I :)rcicios 3-4

(1-4) Evalde.
L V2l -2] +5]-V2 2. V32 +[V3-1]
3. |m—s5| - [-2| 4. 13-V5|-1V5-2|
(5-18) Resuelva las ecuaciones siguientes para x.

5.13-7x| =4 6. l2x+5| =7

7 lx+2l = 13—« 8. %\ﬂax-ﬂ
9. [3x—2] =4 —x 10. [x+3] =5—x
1L |x+3|=x-5 12. [3x -2 =x—4
13. |x-3l+7=0 14, [2x+ 1]+ [3x—2=0
15. 3);__35‘=6 16.‘%‘=5
17.l—3‘:4 18.‘3— i ‘:7

X x—2
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(19-36) Resuelva las desigualdades siguientes y exprese la so-
lucién en forma de intervalos, si es posible.

19. [3x+7] <4 20. [2x — 6] =3

21. |2 —5x] =3 2. [3-4x] <1
23.5+2]3 - 2| <7 24.5-2|3-2x| =1
25.7+ |[3x—5] =5 26. |3x— 13| +6=0
27. |x+2] +]l2x—1] =0

28. [3x—2| +|lox =7 <o

29.‘5;’“ +4=2 30.‘%_

31. [5—2x| +5=0 32. |2x—3| +|7+3x] <0
#33, [2x — 3] <x—4 #34, |x—2] <3 —x

#35, |x — 3] <x -2 #36. [3x — 2] >2x—3





